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AL LETTORE 



In questa seconda edizione della Geometria ho creduto bene di 
fare due principali varianti, o, dirò meglio, due principali ag-. 
giunte. In primo luogo, avendo ancora preferito di trattare col 
• metodo d’approssimazione le dimostrazioni, che si riferiscono at 
circolo e ai tre solidi rotondi, ho nel (ine del trattato esposte in 
apposita appendice le dimostrazioni stesse cogli altri due metodi, 
con quello cioè de//’esaustione, e con quello dei limiti. In secondo 
luogo, raccolte in una sola nota alcune dimostrazioni della Geo- 
metria dei solidi, che per brevità e semplicità aveva nel primo 
Trattato esposte con un metodo non rigorosamente geometrico, ma 
pratico più, tosto, ho stimato opportuno di sostituirvi nel testo di 
questo secondo le dimostrazioni medesime fatte secondo il metodo 
razionale e scientifico, adottato in presso che tutti i Trattati di 
Geometria. 

Con queste due aggiunte è lasciata ancora all' institutore la scelta 
del metodo nelt insegnamento, ed il mio Trattato si può anche me- 
glio uniformare ai differenti Istituti, che lo volessero adottare sic- 
come guida nella istruzione. 
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maggiore comodità dei giovani sono le figure intercalale nel 
testo, e finalmente fu anche procurato che, senza alterare l’ordine 
scieìiiifico, si trovassero distinte le risposte ai quesiti contenuti nel 
programma, che per gli esami di Magistero è adottato nelle Uni- • 
versità di questo Regno; essi quesiti costituiscono verameìite la 
parte principale e piu importante della scienza, e possono sen- 
z’altro da tutti, e in qualunque luogo, calcolarsi siccome i punti 
dove fermare specialmente l’attenzione dello studioso. 

Con tutto questo spero di noìi aver gettala inutilmente l’opera 
mia, che potrà meritare una grata accoglienza nel pubblico, e l’ag- 
gradimento della studiosa gioventù, alla quale è particolarmente 
dedicato questo mio lavoro. 

Cas(d(‘ Monferrato 18 giugno 181)4. 


Giuseppe D.^ Da Camin. 
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d. liii Geometria, come l’abbiamo definita nel principio di que- 
sto trattato, è quella parte della Matematica pura, che si occupa 
delle quantità continue. 

Si definisce più particolarmente ja Geometria: la scienza che ha 
per oggetto la misura dell* estensione. 

2. Ei’eslcnsione, considerata nei corpi, è quejla proprietà, per la 
quale essi occupano nello spazio indefinito un luogo determinato. 

11 luogo .occupato dai corpi nello spazio, dicesi il loro volume. 

5. Dimensioni dei corpi. Nel volume dei corpi si distinguono 
tre dimensioni: la lunghezza, la larghezza e V altezza o profon- 
dità 0 grossezza. È proprietà essenziale, dei corpi di avere tutte e 
tre queste dimensioni sempre; per modo che non si può privare 
un corpo di una sola di esse, senza privarlo anche delle altre' due 
ed annientarlo. Ciò non toglie però che non possiamo, e non dob- 
biamo anche alcuna volta, considerare nei corpi due sole delle loro 
dimensioni, astraendo dalla terza, e anche considerarne una sola, 
astraendo dalle altre due. Per es.: per calcolare l’ampiezza d’un 
terreno, basta solamente occuparsi della sua lunghezza e larghezza, 
e per calcolare la distanza dal vertice alla base d’una torre, ba- 
sta occuparsi solamente della sua altezza. 

4. Corpo geometrico, o solido geometrico, dicesi tutto ciò che 
presenta le tre dimensioni dell’estensione. 

5. Superficie; è il limite, che separa il corpo dallo spazio, che 
lo circonda; nella superficie adunque si considerano solamente due 
dimensioni. 
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6. IJnea; è il luogo dove le superficie di due corpi s'incontrano; 

nella linea adunque si considera una sola dimensione. | 

7. Ponto; è il luogo dove due linee si tagliano; nel punto adun- 
que non si considera alcuna delle tre dimensioni. 

8. Il punto si può anche considerare siccome il principio della \ 
lima; esso infatti è Telemento, che colla sua successiva ripetizione 
sempre continuo a sè stesso genera la linea; e questa si può anche 
considerare il principio della superficie, essa pure infatti è l'ele- 
mento, che, ripetendosi sempre continuo a sè stesso, genera la su- 
perficie; e questa finalmente si può anche considerare siccome il 
principio del corpo; anch’essa infatti, ripetendosi sempre continua a 

sè stessa, genera il solido. 

9. linea retta, o semplicemente retta, dicesi la più breve linea 
condotta fra due punti. 

Se è la più breve è unica, e può servire a niisurare la distanza 
fra i due punti; dunque: 

10. Per determinare una Itm» retta sono necessari! due punti, 
ossia per due punti non si può condurre che una sola linea retta; 
così che tutte le linee rette, che hanno due punti comuni, devono 
avere la medesima direzione e coincidere anche in tutti gli altri 
punti. E per conseguenza: due rette che si tagliano in un punto, 
non possono avere di comune che quel solo punto; se infatti ne 
avessero un'altro coinciderebbero in una sola direzione. Dunque: 

1. ° se le due estremità di una retta si trovano sopra le due estre- 
mità di un’altra retta, le due rette sono uguali; 

2. ® se una estremità di una retta si trova sopra l’estremità di 
un’altra retta e la direzione di una è la stessa che la direzione 
dell’altra, se le due rette sono uguali, anche l’altra estremità della 
prima deve cadere sull’altra estremità della seconda. 

11. Eiloea spezzata 0 poligonale dicesi quella linea, che è for- 
mata di più linee rette. 

12. lilnea curva dicesi quella linea, che non è nè retta, nè com- 
posta di linee rette, 

13. Saperfleie piana o semplicemente piano, chiamasi una su- 
perficie, su cui collocata in qualunque direzione una linea retta, 
questa la tocca sempre con tutti i suoi punti. 

14. Snporflele enrva dicesi quella superficie, che non è piana, nè 
composta di superficie piane. 
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45. La linea spezzata dicesi convessa^ quando ciascuna delle rette 
che la formano, prolungata anchè all’ infinito, non la incontra, e per 
conseguenza la lascia tutta da una parte. 

La linea curv^a dicesi convessa^ quando da ciascuno de’suoi punti 
si può condurre una retta, che la tocca solamente in quel punto, 
e che la lascia tutta da una sola parte della sua direzione. 

16. Parallele. Le rette che, collocate in 
un medesimo piano e immaginate prolun- 
gate anche all’ infinito, non s’incontrano 
mai. AF, CX. 

17. Due rette, BE, CH, le quali, collocate 
in un medesimo piano e prolungate verso i 
punti B, C, si allontanano sempre più l’una 
dall’altra, e prolungate invece verso i punti E, H, si avvicinano sem- 
pre più l’una all’altra e terminano coll’incontrarsi , si dicono diver- 
genti considerate nel primo senso , cioè nel senso del loro sempre 
crescente allontanamento , e convergenti considerate nel senso con- 
trario, cioè nel senso del loro sempre crescente avvicinamento. 
Sono adunque 'parallele le rette, che non sono nè convergenti, nè 
divergenti, che cioè prolungate nè si avvicinano nè si allontanano 
mai, ma conservano sempre fra loro ima eguale distanza. Ammet- 
tiamo questa conseguenza come evidente, perchè crediamo che in 
questa sola idea negativa consista veramente il concetto, che pos- 
siamo formarci del parallelismo di due rette. 

Il punto, nel quale le due rette convergenti s’incontrano, chiama- 
si: pwnfo del loro concorso, e dicesi che le linee in quel punto for- 
mano angolo, e il punto del concorso D, dicesi il vertice delVan' 
goto. Adunque : 

18. Angolo è la reciproca convergenza di due linee che s* in- 
contrano. 

Sia la linea CD concorrente colla BD in D; la quantità della 
deviazione della CD dalla propria direzione CX verso l’altra dire* 
zìone DB misura la grandezza dell’angolo fatto dalla CD colla BD 
nel punto D; e per spiegarsi con un esempio: s’immagini una per- 
sona che cammini lungo la CD; la quantità della deviazione che, 
g^nta in D, deve fare dalla direzione del proprio cammino per met- 
tersi nella direzione della DB , determina la grandezza dell’angolo. 
Pertanto per indicare un angolo rendasi necessario d’indicare le 
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direzioni di tutte e due le linee, e quasi percorrere, diremo così, 
leggendo quel cammino dicendo: l’angolo CDB. È poi evidente che 
la deviazione della CD verso la DB, è uguale alla deviazione della BD 
verso la DC; per questo quell’angolo si può anche leggere dicendo: 
l’angolo BDC. Quando in un punto vi è un solo angolo, si può an- 
che indicare con una sola lettera, usando sempre la lettera al 
vertice. 

19. Dalla stessa definizione data delfangolo 
risulta evidentemente, che la sua grandezza è 
indipendente dalla lunghezza delle rette che 
lo formano, o, come soglionsi chiamare, delle 
sue gambe. Così l’angolo formato in B dalle 
due rette AB, HB si può leggere: ABH, ABE, FBH, FBE, ec; è evi- 
dente infatti, che la deviazione dalla direzione AB è sempre la stessa, 
da qualunque punto della AB si parte ed a qualunque punto della BH 
si ferma il cammino. 

20. Sue specie. L’angolo è rellilineo, curvilineo, mistilineo, se- 
condo che le due linee che Io formano sono due rette, due curve, 
0 una retta ed una curva. 

21. Angoli adiaeenll, o anche di supplemento, sono i due angoli 
formati da una linea retta con un’altra dat essa incontrata, 

22. Perpendicolare dicesi quella linea retta, se gli angoli adia- 
centi da essa formati coll’altra sono uguali; e i due angoli in tal 
caso diconsi retti. 

23. Obbliqua dicesi quella linea retta, se i due angoli adiacenti da 
essa formati coll’altra sono disuguali; l’angolo maggiore chiamasi 
ottuso, l’angolo minore dicesi acuto. La CB, che forma colla HD i due 
angoli uguali CBD, CBH, dicesi perpendicolare alla HD; l’angolo CBD 
dicesi retto, e così pure dicesi retto l’angolo CBH. La AB, che forma 
colla HD due angoli disuguali, dicesi obbliqua alla HD; l’angolo mag- 
giore dei due, cioè ABD; chiamasi ottuso, l’angolo ABH minore, di- 
cesi acuto. Basterà solamente vedere la Ggura per conoscere, che 
l’angolo ottuso è anche maggiore dell’angolo retto, e che l’angolo 
acuto è minore dell’angolo retto. 

24. Angoli opposti al Verllee. Diconsi opposti al vertice gli an- 

goli, che hanno il loro vertice nel punto comune di due rette clj^ 
si tagliano e le loro aperture rivolte in senso opposto'; così ABH 
è opposto al vertice con DBL e ABD con HBL.* * 
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i25. Angoli formati dalla segante di due retl& Siano, l6 duo 
rette AD, EH tagliate dalla retta CG nei ^ 

punti B* e F, risultano in B ed in F otto 
angoli, i quali a due a due, secondo la 
loro posizione relativa alle due rette ed 
alla loro segante CG, prendono differenti 
denominazioni. 

1. ® Gli angoli ABF, BFH e DBF, BFE, /& 
diconsi alterni interni 

2. ^ Gli angoli CBD, EFG, e CBA, HFG, diconsi alterni esterni. 

3. ° Gli angoli CBD, BFH e CBA, BFE, e GFH, FBD, e ABF, EFG, 
diconsi interni esterni dalla medesima partey o anche corrispon- 
denti. 

4. ° Gli angoli DBF, BFH, e ABF, BFE, diconsi interni dalla me- 
desima parte, o semplicemente interni 

5. ° Finalmente gli angoli CBD, GFH, e CBA, EFG, diconsi esterni 
dalla medesima parte, o semplicemente esterni. 

26. Uguaglianza degli, angoli. Due angoli ^ ^ A 

sono uguali quando posti uno sopra l’altro 
possono coincidere. Adunque, per conoscere 
se due angoli ABC, DEF sono uguali o disu- 
guali, si ricorre al metodo della sovrapposi- 
zione nel modo seguente: Si prende l’an- fig. 4. 

golo ABC, lo si sovrappone all’angolo DEF in modo che il vertice B 
sia nel vertice E, e che la gamba BC prenda la direzione della EF; se 
i due angoli sono uguali, anche l’altra gamba BA dell’uno deve pren- 
dere la direzione dell’altra gamba ED dell’altro ; se sono disuguali, 
la BA deve prendere una direzione diversa dalla ED, e prenderà 
una direzione dentro l’angolo DEF, per esempio EX, nel caso che 
l’angolo ABC sia minore di DEF; prenderà per lo contrario una 
direzione fuori dell’angolo DEF, per esempio EY, nel caso che l’an- 
golo ABC sia maggiore dell’angolo DEF. 

27. Figura plona; è una superfìcie piana determinata da una o 

più linee. 

28. Sue specie; essa è rettilinea, curvilinea, mistilinea, secondo 
che è limitata da lìnee rette,- o da linee curve, o da linee in parte 
rette e in parte curve. 

29. Poligono dicesi qualunque fìgura piana rettilinea. 
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50. Sh6 ipeeie. 1 poligoni si distinguono dal numero delle rette 

che li chiudono, o dal numero dei loro angoli; quindi chiamasi: 
triangolo il poligono rinchiuso da tre linee rette e avente tre an- 
goli; quadrilatero il poligono rinchiuso da quattro linee rette; joen- 
tagono il poligono rinchiuso da cinque linee rette 

Itati del poligono diconsi le rette che lo rinchiudono. 

In un poligono 11 numero dei lati è sempre uguale al numero 
degli angoli ; un angolo infatti è formato da due lati, e un lato entra 
sempre a formare due angoli. 

51. Clasfiifleaziooe del irìangoll. 1 triangoli si classificano I dai 
loro lati: in equilateri, equicruri o isosceli e scaleni. Equilatero 
dicesi il triangolo che ha tutti e tre i lati uguali ; equicrurè o isoscele 
dicesi quello che ha due lati uguali; scalem quello che ha tutti e 
tre i lati disuguali; 

2.® dai loro angoli: in rettangoli, ottusangoli, acutangoli; rettan- 
golo è il triangolo che ha un angolo retto ; ottusangolo quello che ha 
un angolo ottuso ; acutangolo quello che ha tutti e tre gli angoli acuti. 
B 32. Ciascun lato di un triangolo dicesi adia- 

cente ai due angoli da esso formati, e opposto al 
terzo angolo eh’ esso chiude; e ciascun angolo 
dicesi compreso o rinchiuso dai due lati che lo 
formano, ed opposto al terzo lato. Nel trian- 
Fig. 5. golo ABC, per esempio, il lato AC dicesi adiacente 
ai due angoli A, BCA, e opposto all’angolo B; l’angolo A dicesi com- 
preso 0 rinchiuso dai due làti AB, AC ed opposto al terzo lato BC. 

35. Angolo esterno di un triangolo dicesi l’angolo formato da 
uno dei lati del triangolo e dal prolungamento di un altro; BCD. 

Angoli interni non adiacenti alVesterno diconsi i due angoli A, 
B del triangolo ; l’angolo ACB dicesi V interno adiacente. 

34. Se ABzzAC il triangolo ABC è isoscele; il lato BCnòn eguale 
dicèsi la base del triangolo isoscele ; il punto A, dove concorrono i due 
lati uguali chiamasi il vertice del triangolo isoscele; e i due angoli 
ABC, ACB diconsi angoli alla base e l’angolo CAB angolo al vertice. 

55. IVoml del lati del triangolo rettan- 
golo. I due lati AB, BD, che formano l’an- 
golo retto ABD, diconsi cateti; e il lato AD 
opposto all’angolo retto, chiamasi ipotenusa. 
Le due parti AC, CD, in cui T ipotenusa re- 
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sta divisa dalia perpendicolare BC abbassata sopra di essa dal ver- 
tice B dell’angolo retto, diconsi: i due segmenti (1). 

56. Parallelogramma. È qualunque quadrilatero, che ha i lati 
' opposti paralleli. Si distinguono fra i parallelogrammi il: 

37. i.® RcUangolo. È un parallelogramma, che ha gli angoli 
retti (fig. 7). 

58. 2.^ Quadralo. È un parallelogramma , . che ha i lati uguali e 
gli angoli retti (fig. 8). 

59. 5.^ Rombo. È un parallelogramma, che ha i lati uguali e gli 
angoli non retti ■ ( fìg. 9 ). 



Fig. 7 . Fig. 8 9* 


. 40. 4.® Romboide, o particolarmente parallelogramma. È il pa- 
rallelogramma, che non ha nò i lati uguali nè gli angoli retti (fig. iO). 

41. Trapezio. È un quadrilatero, che ha due lati paralleli e due 
non paralleli (fig. li). 




42. Altezza d’on triangolo. È la perpendicolare abbassata dal 
vertice di un angolo sopra il lato opposto preso come base. 

, 45. Altezza di un parallelogramma. È la perpendicolare abbas- 
sata da un punto qualunque di un lato sopra il lato opposto preso 
come base. 

In un rettangolo, preso uno xiei due lati, che formano un angolo, 
come base, l’altro misura l’altezza. 

44. Altezza d’un trapezio. É la perpendicolare abbassata da uno 
dei lati paralleli al suo opposto. 


(l) Noi abbiamo* preferito di dare tulle insieme e di seguito le definizioni della Geo- 
metria piana; perv avvertiamo che, e per non caricare soverchiamente la memoria del 
giovani e perchè anche alcuna delie definizioni possa essere interamente intesa, devesi nella 
spiegazione riportare ciascuna allora solamente che trattasi della < figura a cui si riferisce. 
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45. Le rette parallele conservano da per tutto la medesima di- 
stanza; dunque le figure, le quali hanno la base sopra di una me- 
desima retta e il lato opposto o il vertice sopra un’altra medesima 
retta parallela alla prima, devono avere uguale altezza: quindi il 
principio: due figure rinchiuse fra le stesse rette parallele hanno 
l’altezza uguale. 

46. Perinielr* <11 un pniignno; è la somma di tutti i lati che lo 
chiudono. 

47. Dia|;onnle. Qualunque retta condotta da un angolo di un 
poligono ad un altro non contiguo. 

48. l*ollg«no convesso; quello che è tutto situato da una me- 
desima parte della direzione di ciascuno de’ suoi lati. I poligoni 
convessi adunque devono avere tutti gli angoli salienti., ossia col- 
l’apertura rivolta verso finterno, nè possono essere incontrati da 
una retta, che li taglia, in più di due punti. La Geometria si occupa 
dei soli poligoni convessi. 

49. Quante diaganall si possona ecndurre In un poligono con- 
vesso. Da ciascun angolo tante quanti sono gli angoli o i lati del 
|K)ligono meno tre; dunque in un poligono di n lati il numero to- 
tale delle diagonali è: n (n — 5). 

50. Numero dei triangoli in cui resta diviso un poligono dalle 
diagomili condotte da uno de’ suoi angoli; è uguale al numero dei 
lati del poligono meno 2; dunque il poligono di n lati resta diviso 
in n — 2 triangoli; 

51. Circolo. Una figura piana limitata da una linea curva, la 
quale ha la proprietà di avere tutti i suoi punti ugualmente di- 
stanti da un punto preso dentro lo spazio da essa rinchiuso. 

52. CirconlereBza. La linea curva che limita il circolo. 

55. Centro. Il punto interno egualmente distante da tutti i punti 
della circonferenza. 

54. Raggio. Qualunque retta condotta dal centro ad un punto 
della circonferenza. 

55. Corda. Qualunque retta condotta da un punto ad un altro 
della circonferenza. 

56. Diametro. La corda che passa pel centro; il diametro adun- 
que è uguale a due raggi. 

57. Arco. Una parte della circonferenza. 

58. Qaadraalc. Un arco uguale alla quarta parte della circon- 
ferenza. 
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59. Saetta. La parte del raggio compresa fra l’arco e la corda 
perpendicolare a quel raggio. 

60. Settore. Una parte di circolo limitata da due raggi e da un 
arco. 

61. Seftmente. Una parte del circolo limitata 
da un arco e da una corda. 

La superficie rinchiusa dalla linea curva .\BC1)A 
è un circolo ; la linea curva ABCDA è la circon- 
ferenza; il punto 0 è il centro; OC, OD, OP... 
sono raggi; FB è una corda; FA è un diametro; 

FPB un arco; PQ una saetta; CODC un settore; 

FPBF un segmento. 

62. Secante. La retta, che parte da un punto fuori del circolo, 
e, prolungata, taglia la circonferenza in due punti; MX. 

63. Tangente. La retta, che parte da un punto fuori del circolo 
e, prolungata, tocca la circonferenza in un solo punto; YA: il punto 
in cui la tangente tocca la circonferenza dicesi: punto di contatto. 

64. Angolo al centro. L’angolo, che ha il suo vertice nel centro 
di un circolo, ed è formato da due raggi. 

65. Angolo Iscritto. L’angolo, che ha il vertice alta circonferenza, 
ed è formato da due corde. 

66. Angolo circoscritto. L’angolo , che ha il vertice fuori della 
circonferenza, ed è formato da due tangenti. 

67. l*oligono iscritto nel circolo; il poligono,! cui angoli sono 
tutti inscritti nel circolo, e i cui lati per conseguenza sono tante 
corde. 

68. Poligono circoscritto al circolo; il poligono, i cui angoli 
sono tutti circoscritti al circolo, e quindi i cui lati sono tante tan- 
genti. 

69. Circolo circoscritto ad nn poligono; il circolo, la cui circon-, 
ferenza passa per tutti i vertici degli angoli del poligono. 

70. Oreolo iscritto in un poligono; il circolo, la cui circonfe- 
renza tocca tutti i lati del poligono. 

71. Poligono regolare. Il poligono, che ha tutti i lati e gli an- 
goli uguali. 

Il perimetro del poligono regolare adunque è uguale al prodotto 
di un lato moltiplicato pel numero dei lati (46). 
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Centro del poligono regolare è il punto ugualmente distante da 
ciascuno degli angoli e da ciascuno dei lati del poligono. 

Raggio del poligono regolare è qualunque retta condotta dal cen- 
tro ad uno degli angoli del poligono. 

Apotema del poligono regolare è qualunque perpendicolare ab- 
bassata dal centro sopra uno dei lati del poligono. Essendo che la 
suddetta perpendicolare misura, siccome vedremo, la distanza del 
centro al lato, cosi nel poligono regolare tutti gli apotemi sono 
uguali. 

Triangolo del poligono regolare dicesi qualunque triangolo, che 
ha il vertice nel centro del poligono e uno dei lati per base. 

Angolo al centro del poligono regolare dicesi l’angolo al vertice 
di esso triangolo. Vedremo che in ciascun poligono regolare tutti 
i triangoli e tutti gli angoli al centro sono uguali. 

Asse d’un poligono regolare è la diagonale che passa pel centro. 
V'edremo che l’asse appartiene ai soli poligoni regolari di un nu- 
mero pari di lati. 



Fig. 13. 


Settore poligonale, dicesi la parte del poli- 
gono regolare rinchiusa fra due raggi ed una 
parte di perimetro. 

Nel poligono regolare ABCDEFGH: 8 AH è 
il perimetro; M è il centro; MA è un raggio. 
MO è un apotema; AMH è il triangolo del 
poligono; l’angolo AMH è l’angolo al centro; 
CG è un asse; AMG è un settore poligonale. 


72. Area; è il rapporto della grandezza di una figura colla sua 


unità di misura. 


73. L^aallà di misura per le superficie è il quadrato; per que- 
sto il rapporto sopra indicato chiamasi anche quadratura. 

74. Figure uguali. Quelle che hanno un numero uguale di lati 
e di angoli rispettivamente uguali e ugualmente collocati. Le figure 
uguali sovrapposte devono coincidere in tutta la loro estensione; 
e viceversa se due figure sovrapposte coincidono devono essere 
uguali. 

73. Figure slmili. Quelle che hanno un egual numero di angoli 
rispettivamente uguali e i cui lati omologhi (ossia adiacenti a due' 
angoli uguali), sono proporzionali. 


Digitized by Goo^lc 


GEOMETRIA 


io 

76. Pigare equivalenti. Quelle che hanno uguale la grandezza 
della loro superfìcie, ossia la loro area. 

77. Archi, settori, segmenti simili; quelli che corrispondono ad 
angoli al centro uguali. 

78. Proiezione di una retta sopra 
di un’altra dicesi la parte di questa 

* 

ompresa tra i due piedi, delle per- 
pendicolari abbassate dalle due estre- 
mità di quella. Così, per es., MN dicesi 
la proiezione di AB sopra la retta CD : 

Se la retta ha una sua estremità sopra l’altra retta, la proiezione 
in tal caso è la retta compresa tra quell’estremità e il piede della 
perpendicolare abbassata dall’altra estremità. Così la FP è la pro- 
iezione della retta EF sopra la retta GH. 

79. Misura delle linee rette. Per misurare una retta devesi pren- 
dere . un’altra retta qualunque come unità di confronto, o come mi- 
sura, e, facendo che questa passi successivamente sopra tutta la lun- 
ghezza della prima, osservare quante volte vi è contenuta. L’u- 
nità di misura lineare che noi adotteremo esclusivamente in que- 
sto trattato sarà il metro. 

Si osservi in proposito come la operazione geometrica adesso 
indicata, mwwmre, corrisponda nel risultato all’operazione aritme- 
tica, dividere; colla prima infatti si ha per iscopo di determinare 
quante volte la misura è contenuta nella lunghezza che devesi mi- 
surare; colla seconda si ha ugualmente in mira di determinare 
quante volte il divisore è contenuto nel dividendo. Da questa os- 
servazione si può conoscere in qual modo si deve interpretare una 
espressione geometrica, nella quale si trova una linea retta divisa * 

CD 

per un’altra linea retta; suppongasi, per es., che si trovi: es- 

sendo AB e CD due rette; si deve intendere CD misurata con AB;* 
e il quoto è il numero che indica quante volte la retta CD con- 
tiene la unità di misura AB. 

80. Trovare la misura comune di due rette date. Dopo* quanto 
abbianio fatto osservare adesso, si conosce facilmente come que- 
sto problema geometrico deve essere il corrispondente del pro- 
blema aritmetico: trovare il divisore comune di dm numeri, e come 
per conseguenza la regola geometrica pel primo deve corrispon- 
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dere alla regola aritmetica per questo, cangiata solo l’operazione 
dividere nella corrispondente misurare. La regola adunque per 
avere la misura comune di due rette è la seguente: si misura 
la retta più lunga colla più breve, indi la più breve col residuo 
aAVito dalla prima misurazione fatta, poscia quel primo residuo col 
residuo avuto nella seconda misurazione, e così di seguito fino a 
che non si ha alcun residuo; rultima misura è la misura domanda- 
ta. Nello stesso modo infatti con cui si dimostra che l’ultimo divi- 
sore esatto nella ricerca del tm - c - d • è divisore comune ai due primi 
numeri, si può dimostrare in questo caso, che l’ultima retta misura 
esatta è la misura comune alle due rette proposte. 

HI. Bette incommensurabili. Come nell’ aritmetica abbiamo veduto 
che vi sono le quantità incommensurabili, cioè le quantità delle 
quali non si può assegnare il vero rapporto che hanno coll’unità, 
cosi può anche accadere in Geometria che vi siano delle rette 
incommertsurabili, ossia delle rette alle quali non si possa appli- 
care la medesima unità di misura. Così vedremo, per esempio, che 
la diagonale è incommensurabile col lato del suo quadralo; trove- 
remo infatti che il rapporto tra quella e questo è 2 : i. Però 
osserviamo in proposito, 4.“ che nel caso pratico tutte le rette sono 
sempre commensurabili nel fatto; cioè a tutte si può sempre ap- 
plicare una comune misura; e ciò perchè nella pratica non si può te- 
ner conto di quelle differenze, le quali sono calcolate dalla teoria, che 
lino ad un certo punto; per modo che si trovano realmente com- 
mensurabili quelle rette, che matematicamente non lo sono. 2.® Che 
anche le stesse quantità, le quali matematicamente sono imommen- 
surabili, sono poi commensurabili anche matematicamente per ap- 
prossimazione, e con una approssimazione , che si può portare al- 
l’indefinito verso la vera misura; per esempio, il rapporto fra le 
due rette sopraindicate V' 2 : i si trova essere: 4,41421356257: 4 
con approssimazione di un decimo bilionesimo della misura; rap- 
porto, che nella massima parte dei casi pratici è anche inutile di vo- 
ler portare fino a quel limite, e che, nei casi nei quali quella dif- 
ferenza basta a dare un errore sensibile nel risultato finale, si può 
portare ad un grado di approssimazione più alto, e ciò indefinita- 
mente 

82. AMloma. È una verità evidente. 
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Sono assiomi geometrici i seguenti: 

1. ® Nei circoli uguali i raggi sono uguali; e se i raggi di due 
circoli sono uguali, sono pure uguali anche i circoli. 

2. ® Due figure, che sovrapposte, coincidono sono uguali. 

3. ® Gli angoli retti sono tutti uguali (26). 

4. ® Di tutte le linee convesse curve o composte di linee rette 
e curve, le quali, terminando negli stessi punti, rivolgono la con- 
cavità dalla medesima parte, è maggiore quella che comprende le 
altre dentro di sè. 

5. ® Due quantità la cui difierenza è minore di qualunque data 
quantità per quanto piccola si possa immaginare, si possono cal- 
colare uguali fra di loro. 

6. ® Se da una quantità qualunque si leva una parte maggiore 
della sua metà, e se dal residuo si leva ancora una parte mag- 
giore della metà di esso, e se sopra i residui si continua a fare sem- 
pre lo stesso, quando l’operazione possa essere continuata all’ in- 
finito , si deve venire necessariamente ad un residuo minore di 
qualunque data quantità per quanto piccola si possa immsiginare. 

85. Teorema. E una verità, che diventa evidente mediante una 
dimostrazione. 

84. Problema. È una quistione proposta, che domanda una so- 
luzione. 

85. Lemma. É una verità, che si usa sussidiariamente per la di- 
mostrazione di un teorema, o per la soluzione di un problema. 

86. Corollario. Significa conseguenza. 

87. Scollo. Significa osservazione. 

88. Ipoieol. Significa supposizione. 

Le lettere c. s. d. d. indicano: come si doveva dimostrare. 

Questa sezione viene divisa in cinque libri. Tratterà il 

1. ® Delle figure rettilinee uguali ed equivalenti e della loro 
misura. 

2. ® Delle figure rettilinee simili. 

3. ® Del circolo e della sua misura. 

4. ® Dei poliedri. 

3.® Dei tre solidi rotondi. 
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DELLE FIGURE RETTILINEE UGUALI ED EQUIVALENTI j 

E DELLA LORO MISURA. 

I I 

TEOREMA 


89. Un lato di un triangolo è mimre della somma degli altri due. 

Infatti, AB < AE +EB,per Tassioma 4.° (82). 

90. Corollario. Un lato di un triangolo 
è maggiore della differenza degli altri due. 
Infatti, se AE + EB > AB , sarà anche: 
AE> AB ~ EB. 

\ 

TEOREMA 

91 . La somma delle rette condotte da un punto interno di un 
triangolo alle due estremità di un lato è minore della somma degli 
altri due lati. 

Infatti, AD + DB < AE + EB; per l’assioma 4.° 

TEOREMA 


£ 



92. La somma dei due angoli adiacenti è uguale a due angoli 
retti. 

d.° Se la retta che incontra l’altra è perpen- 
dicolare a questa , come, per esempio, la BC, la 
proposizione è evidènte; essendo infatti ciascuno 
dei due angoli BOA , BCE , un angolo retto , la 


® ’ 0 loro somma sarà uguale a due retti , e si avrà : 

16 . bCA + BCE = 2 retti. 

2.® Se la retta è obbliqua come, per esempio, la DC; si avrà: 
DCA = BCA + BCD; 

DCE zi; BCE — BCD; e addizionando le due equazioni: 


DCA + DCE zz BCA + BCE; ma BCA + BCE=: 2R, dunque anche: 

DCA + DCE zz 2R. c. s. D. D. 
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95. Corollario DC.\ + DCE iz: 2R, dico che le due rette Kil, 
CE devono trovarsi sulla medesima direzione, devono cioè fornutre 
una sola retta. Infatti, supposto che il prolungamento della AC non 
fosse la CK, ma la CO, si avrebbe: 

DCA + DCO = 211; ma si ha anche per ipotesi; 

DCA + DCFi — 2I\; dunque si avrebbe; 

DC.\. + IX'O — 1)C.\ + DCE, e quindi ; OCO — DCE; ma que- 
sta conclusione è assurda , perchè l’ intiero DCO non può essere 
uguale ad una delle sue parti DCE , dunque il prolungamento 
della .\C non può deviare dalla CE, dunque ACE è una sola 
retta, c. s. ». ». 

94. Corollario 2." Proprietà degli angoli ©p- \ ’ r 

posti lo vertice- Gli angoli opposti al vertice sono \ „ 
uguali: ABC ~ DBE. Infatti ; ^ 

ABC + CBE = 2B (92); „ 


CBE + DBE =z 2R; dunque; 

ABC + CBE rz CBE + DBE; e quindi ABC zz DBE. c. L ». ». 

95. Corollario 5." La somma di tutti gli 
angoli fatti in un punto da una parte di una j> 


retta è uguale a due angoli retti. 

Infatti, innalzata da Bla perpendicolare BE, 
si avrà: 



ABF + FBD DBE zz ABE zz 11\ 


EBG + C.BC zz EBC = dB; 
dunque addizionando: 

ABF + FBD + DBE + EBG + GBC zz 2B. r. s. ». ». 

96. Corollario 4.“ La somma di tutti gli angoli formati in- 
torno ad un punto è uguale a quattro angoli retti. 

Infatti, la somma di tutti gli angoli fatti in B superiormente 
alla -\C è uguale a 211; la somma di tutti gli angoli fatti in B sotto 
la AC è uguale a 2R; dunque, la somma di questi e di quelli, ossia 
la somma di tutti gli angoli fatti intorno al punto B, sarà uguale 
a 4R. c. s. ». D. 


(.'fomiTfm, cc. 
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TEOREMA 

97.^ Due triangoli aoìio uguali quando 
hanno un angolo uguale compreso da due 
lati rispettivamente uguali. 

Siano i due triangoli ABC, DEF e sia 
l’angolo B = E, il lato AB zz DE e il la- 
to BC = EF; sarà anche il lato AC zz DF, 
l’angolo A zz D, e l’angolo CzzF; e quindi i due triangoli sa- • 
ranno uguali (74). 

Si prènda il triangolo ABC e lo si sovrapponga al triangolo DEF, 
in modo che il punto B cada in E e la gamba BA prenda la di- 
rezione della gamba ED ; essendo per ipotesi l’angolo B zz E, an- 
che la gamba BC dovrà pi endere la direzione della EF (26); ma 
per ipotesi abbiamo AB =; DE; dunque, trovandosi la AB sovrap- 
posta alla DE, e il punto B essendo in E, anche il punto A dovrà 
cadere sopra D (10. 2.®); e così, essendo per ipotesi BC = EF, es- 
sendo la BC sovrapposta alla EF, e trovandosi il punto B sopra E, 
anche il punto C dovrà trovarsi sopra F. 

11 punto A della AC è sopra il punto D della DF, e anche l’al- 
tro punto estremo C della stessa AC si trova sopra l’altro punto- 
estremo F della DF, dunque : l.°le due rette AC, DF sono eguali 
(10. 4.°). 

Il punto A si trova in D e le due gambe AB, AC dell’angolo A si 
trovano sopra le due gambe DE, DF dell’angolo D, dunque : 2.° l’an- 
golo A è uguale all’ angolo D (26); finalmente, il punto C è so- 
pra F, le due gambe CB, CA dell’angok» C .si trovano sopra le due 
gambe FE, FD dell’angolo F, dunque: 3.® l’angolo C è uguale al- 
l’angolo F. Dunque i due triangoli hanno tutti i sei elementi rispet- 
tivamente uguali, dunque sono uguali, c. s. d. d. 

TEOREMA 

98. Due triangoli sono uguali quando hanm un lato uguale adia- 
cente 'a due angoli uguali. 

Siano neili due triangoli PQR, IVINO il lato PQ = jVIN, l’angolo 
P zz M e l’angolo 0 = N; dico che sarà anche: l.° l’angolo R zz 0; 





% 
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1° il lato PR =z MO, e 3.® il lato 
QR= NO; e quindi i due triangoli sa- 
ranno uguali. 

Infatti, si prenda il triangolo PQR e 

10 si sovrapponga al triangolo MNO, in 
modo, che il punto P cada in M e la ret- 
ta PO prenda la direzione della MN; essendo per ipotesi PQ = MN e 

11 punto P trovandosi in M, il punto 0 dovrà cadere in N (10. 5.*’)* 
L’angolo PzzM per ipotesi, il vertice? si trova sopra M e la gamba PO 
si trova sopra la gamba MN, dunque anche l’altra gamba PR deve 
prendere la direzione della MO (26) ; quindi il punto R deve ne- 
cessariamente cadere in un punto qualunque della MO, o del suo 
prolungamento OX. Così, essendo per ipotesi l’angolo Q = N, tro- 
vandosi il punto 0 sopra N, e la gamba 0? sopra la gamba NM, an- 
che la gamba OR deve prendere la direzione della NO, e il punto R 
deve necessariamente cadere in un punto qualunque della NO, o 
del suo prolungamento OY. Vedesi pertanto che il punto R del trian- 
golo PQR deve trovarsi e sopra la retta MX, e sopra la retta NY, 
ma queste due rette non hanno comune che il solo punto 0 (10), 
dunque il punto R deve cadere in quel punto 0. 

Il punto R è sopra 0, le due gambe RQ e RP dell’angolo R 
sono sopra le due gambe ON, OM dell’angolo 0, dunque: l.^’ l’an- 
golo R =: 0 (26). Il punto P è sopra M e il punto R è sopra 0? 
dunque: 2.° il lato PR = MO (10. l.°); il punto Q è sopra N, il 
punto R sopra 0, dunque: 3.® il lato QR NO. Dunque i due trian- 
goli hanno tutti i sei elementi rispettivamente uguali, dunque sono 
uguali, c. s. D. D. 

TEOREMA 



99. Se due triangoli hanno due lati uguali^ e se Vangelo compreso 
da’ due lati dell’ uno è ìnaggiore o minore dell’angolo compreso 
da’ due lati dell’ altro , anche il terzo lato, opposto all’ angolo 
maggiore o minore nell’ uno , sarà maggiore o minore del terzo 
tato opposto all’ angolo corrispondente nell’altro. 

Siano i due triangoli ABC, DFG e abbiasi AB — DF; AC = 1)0; 
l’angolo A < D; dico che sarà anche BC < FG. 

Si sovrapponga il triangolo ABC al triangolo DFG , ponendo il 
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Fig. 21. 


X punto A in D e facendo che la AC 
prenda la direzione della DG; essendo 
per ipotesi AC =: DG, il punto G ca- 
drà in G; ed essendo per ipotesi Tan- 
golo A < D, la gamba AB dovrà pren- 
da dere una direzione DX dentro l’ango- 
lo FDG (26). Il punto B cadrà pertanto 
in un j)unto della DX, e potrà cadere, o in un punto E dentro il trian- 
golo DFG, 0 nel punto E' sul lato FG del triangolo, o fnialmente 
in un punto E" fuori del triangolo; in qualunque di questi tre ca- 
si, i soli possibili, avremo sempre: BC <FG. 

Infatti nel primo caso, congiunto E con G, il triangolo DEG 
raj)presenta il triangolo ABC trasportato sopra DFG; quindi, essendo 
DE + EG < DF + FG (9i), si avrà sostituendo: AB + BC < DF + FG; 
ma per ipotesi AB = DF, dunque: BC <: FG. 

Nel secondo caso è evidente che E'G è minore di FG, e quindi 
anche il suo uguale BC < FG. 

Nel terzo caso finalmente, ne’due triangoli FE'D, E"E' G abbia- 
mo: DF < DE' + FE' (89) e 

E"G < E'E" + E'G; addizionando avremo: 


DF + E"G DE’ + E'E" + FE' + E'G; ma E''G = BC (per- 
chè il triangolo DE"G rappresenta il triangolo ABC trasportato 
sopra DFG); DE’ + E'E" — DE" zz AB; e FE' + E’G = FG; dun- 
(jue , sostituendo avremo : DF + BC < AB + FG ; ma per ipotesi 
abbiamo AB zz DF, dunque: BC < FG. 

Nel caso che V angolo A fosse maggiore dell’ angolo D , ossia 
nel caso che 1) c A, sovrapponendo il triangolo DFG al trian- 
golo ABC, si farebbe una dimostrazione uguale a quella che ab- 
biamo fatta superiormente, dalla quale risulterebbe FG < BC, os- 
sia BC > FG. Dunque è vero quanto si voleva dimostrare. 

lUU. Corollario. Se due lati di un triangolo sono uguali a’ due 
iati di un altro triangolo e se il terzo lato nel primo è maggiore 
o minore del terzo lato nel secondo, anche Vangalo opposto a quel 
terzo lato nel primo triangolo sarà maggiore o minore dell’ angolo 
opposto al terzo lato nel secondo triangolo. Se AB zz DF , BC zz FG 
e AC > DG; sarà anche l’angolo B > F. Infatti, se l’angolo B fosse 
uguale a F, anche il lato AC. sarebbe uguale a DG (97); se l’angolo B 
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fosse minoro di F, anche AC sarebbe minore di DG (99); ma A<' 
non può essere nè uguale nè minore di UG, perchè per ipotesi è 
maggiore, dunque l’angolo B non può essere nè uguale uè minore 
di F, sarà adunque maggiore di F. 

TEOREMA 

101. Due triangoli sono ugnali se hanno lutti e tre i lati rispet- 
tirammte uguali (fìg. 21). 

Siano i due triangoli ABC, DFG , ne’ quali abbiasi AB ~ 1)F; 
AC = OG;. BC — GF; avremo anche: l’angolo C ~ G; l’an- 
golo B “ F, e l’angolo A “ D, e quindi i due triangoli saranno 
\iguali. 

L’angolo A~I): infatti ; essendo per ipotesi il lato ACzzDG, o 
il lato AB n: I)F, se l’angolo A, formato da’ due lati AC, AB, fosse 
maggiore o minore dell’angolo D, formato da’due lati IJG, 1)F, 
avressimo per lo teorema adesso dimostrato,^che anche il lato B(' 
opposto aU’angolb A dovrebbe essere maggiore o minore del lato F(i 
opposto aH’angolo 1); ma il lato BC non può essere nè maggiore, 
nè minore di FG, perchè per ipotesi è uguale, duu((uc neppur l’an- 
golo A può e.ssere maggiore o minore dell’ angolo D; è aduiupu* 
eguale. 

Con un simile ragionamento si dimostra , che l’angolo B — F e 
l’angolo C — G; dunque i due triangoli sono uguali, c. s. n. n. 

102. Scolio. Osservisi che nelle tre dimostrazioni fatte per l’u- 
guaglianza de’ triangoli abbiamo sempre ritrovato : essere uguali i 
lati, che si oppongono ad angoli uguali, ed essere uguali gli angoli , 
che si oppongono a lati uguali. 

PROBLEMI 

10). I. Sopra una rotta AB coslrurre un trian- 
golo equilatero. 

Fatto centro in A con raggio AB, si descriva 
una circonferenza, e con un raggio uguale AB, 
fatto centio in B, si descriva un’ altra circonfe- 
renza; le due circonferenze si taglieranno supe- 
riormente alla retta AB in un punto C; congiim- 
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Fig. 23. 


to C con A e con B, il triangolo ACB sarà il triangolo domandato. 

I 

Infatti AB = AC =: CB per costruzione. 

404. II. Formare un triangolo 
con le tre rette AB, CD, EF, sup- 
posto che la somma di due di esse 
sia maggiore della terza. 

Fatto centro nell’estremità di una 
delle tre rette date, per esempio, in B della AB, con raggio CI), 
descrivo una circonferenza, e fatto centro nell’ altra estremità A 
della stessa AB con raggio EF, descrivo un’altra circonferenza ; uni- 
sco il punto G, in cui le due circonferenze si tagliano,, co’ punti A 
e B, il triangolo AGB sarà il triangolo domandato. Infatti AG zz EF 
f GB zz CD per costruzione. 

Se la somma delle due rette CD, EF non fòsse maggiore della AB, 
il problema non sarebbe possibile, perchè le due cifconferenze non 
s’incontrerebbero in nessun punto fuori della AB (89). ■ 

405. IH. Formare in A, con la AB 
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Fig. 24. 




un angolo uguale alV angolo 0. 

Con la retta PQ qualunque si 
formi, chiudendo l’angolo 0, il 
triangolo OPO ; presa sopra la AB 
una parte AC zz OP, fatto cen- 
tro in C con raggio PQ, descrivasi una circonferenza, e fatto cen- 
tro in A con raggio OQ descrivasi un’altra circonferenza, che ta- 
glierà la prima in D; si unisca finalmente D con A, e l’angolo DAC 
sarà l’angolo domandato. Infatti, unito D con C, il triangolo ADC, 
avendo per costruzione AC iz OP, CD zz PQ e AD zz OQ, sarà 
uguale al triangolo OPQ (101). L’angolo DAC si oppone al Iato CD, 
il Iato CD zz PQ, al Iato PQ si oppone l’angolo 0, dunque l’angolo 
DAC zz 0 (102). c. s. D. D. 

Questo problema insegna anche il modo di for- 
mare sopra Una retta determinata solo di posi- 
zione un triangolo uguale ad un triangolo dato. 

106. iV. Dividere un àngolo In due parli 
nguall. 

Sia r angolo ACB. Prese sopra i due lati 
CA , CB , due. parti CM, CN uguali, si faccia 
centro in M e con raggio* maggiore della metà 


. .Kig* 85. 
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Fig. 26. 


della distanza MN descrivasi una circonferenza; poscia, fatto centro 
in N con raggio uguale, si descriva un’altra circonferenza; le due cir- 
conferenze si taglieranno in un punto D; si unisca C con D, la retta CD 
dividerà l’angolo ACB per metà. Infatti, unito il punto D co’ due 
punti M, N, i due triangoli MCD, NCD sono uguali; perchè CM zz CN 
per costruzione; CD lato comune a’ due triangoli, e MD = ND, 
perchè raggi di circoli uguali; dunque i due triangoli hanno i tre 
lati uguali (iOl), dunque avranno anche gli angoli uguali. L’an- 
golo MCD si oppone al lato MD, il lato MD zz; ND, al lato ND si 
oppone l’angolo NCD, dunque l’angolo MCD i= NCD, dunque l’an- 
golo ACB è diviso per mezzo, c. s. d. d. 

107. V. Dividere una retta in due parti uguali* 

Sia la retta data AB. Fatto centro in A con 

raggio rnaggiore della metà di AB si descriva 
un circolo, e fatto centro in B con raggio uguale 
se ne descriva un altro ; si uniscano i due pun- 
ti C, D, ne’ quali i due circoli si tagliano, me- 
diante la CD; dico che la CD divide la AB per 

♦ 

mezzo in E, dico cioè che Aj|^ zz EB. 

Infatti, uniti i punti C, D co’ punti A e B, risultano i due trian- 
goli ACD, BCD uguali, perchè hanno i lati uguali: CD lato comune; 
CA zz CB e DA zz DB, perchè raggi di circoli uguali; dunque 
anche l’angolo ACD zz BCD (102). Ora i due triangoli ACE, BCPÌ 
sono uguali, perchè l’angolo ACE BCE, siccome fu adesso di- 
mostrato, CE lato comune, e CA zz CB (97); dunque anche il terzo 
lato AE uguale al terzo lato EB. c. s. D. D. 

108. VI. Da un punto qualunque di una 
retta innalzare una perpendicolare alla stessa 
retta. 

Sia la retta AB e il punto qualunque C. Par- 
tendo da C si prendano sulla AB due parti CM, 

CN uguali; fatto centro in M con raggio mag- 
giore di M(J si descriva un circolo; fatto centro in N con raggio 
uguale, se ne descriva un altro; i ^ue circoli si tagliano in P; si 
unisca P con C, la PC è la perpendicolare domandata. 

Infatti, i due triangoli MPC, CPN sono uguali, perchè hanno il 
lato MC zz CN per costruzione; PC comune; PM zz PN per co- 
struzione; dunque avranno anche gli angoli uguali. L’angolo PCM 




C 

Fig. 27. 
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si oppone al lato PM, il lato PM = PN; al lato PN si oppone l’an- 
golo PCN, dunque l’angolo PCM m PCN (102); dunque la retta PC 
forma con la AB i due angoli adiacenti Pt’M, PCN uguali, dunque 
è ad essa AB perpendicolare (22). 

, 109. VII. Ila un puntò preso fuori di una 

./ I \ retta nbbassoro olla retta una per^ndieolare* 

/ • ! \ Sia la retta AB e il punto C preso fuori di 

■vCg/ j, - ^,B essa. Fatto centio in C con raggio maggiore 

Fig. ss. della distanza del punto C alla AB, si descriva 

una circonferenza e si congiunga il punto C co’ due punti I), K 
ne’ quali la circonferenza taglia la retta AB; dividasi l’angolo l)Ch 
per mezzo liiediante la CF, <|uesta sarà la perpendicolare domandata. 
Infatti, i duo triangoli DCF, FCE sono uguali; percliò Cl) = CK, 
raggi dello stesso cerchio; CF comune, c; l’angolo DCF'” FCE 
]>er costruzione (97); dunque l’angolo CFl), che si oppone al lato Cl), 
è uguale all’angolo ■ CFE, che si oppone al lato CE ~ Cl) (102), 
dunque la CF è perpendicolare (22). c. s. n. i). 

TEOREMA. 

1 IO. Da un punti di una retta non ni può innal- 
zare che una sola perpendicolare. Infatti, se oltre 
la BC potesse essere perpendicolare alla AE an- 
che la CD, avressinio l’angolo BCE ~ DCE, il che 
è assurdo, perchè l’ intiero non può essere uguale 
ad una sua parte. 



TEOREM.A. 

HI. Se dal punto di mezzo G di una retta .16 s'innalza la CX 
perpendicolare: 1.‘’ lutti i punti di questa sono uijualmenle distanti 
^ dalle due estremità della reità; 2.'* qualunque 

Q punto fuori della perpendicolare è disiujual- 

mente distante dalle stesse due estremità. 

I .“ Preso un punto qualunque M sulla CX, e 
'1 • '''- j unitolo con A e B, risultano i due triangoli ret- 

tangoli uguali MCA , MCB , essendo .\C ~ (J) 
e MC comune; dunque sarà MA = MB. 

2.® Preso un punto qualunque 0 fuori della CX e unitolo con 
e B ; la OB taglierà la perpendicolare CX in un punto M ; 
unito M con A, si avrà MA =; MB; ma OA < M.\ + MO (89), 
dunque OA MB MO; ossia OA ■< OB. 
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112 . In un lì'iancfolo isoscele 1 .” 7 // angoli alla 
ÌHise sono uguali; 2 .*^ la rella^ che unisce il vertice 
col mezzo della base^ divide rangole al vertice per 
mezzo ed è perpendicolare alla base; 3.” la retta ^ 
che divide rangola al vertice per mezzo ^ divide 
anche la base per mezzo ed è perpendicolare alla 
base; 4.° se dal mezzo della base s'innalza una 
perpendicolare^ qìiesta, prolungala, deve passare Fig. 31 . 
pel vertice. 

Sia il triangolo isoscele ABC, AC sia la sua base e B il vertice. 



Si avrà: 

■1.*’ BAC z= BCA. 

Infatti, divisa la AC per mezzo in D, e unito B con I), risultano 
i due triangoli ABI), BDC uguali, perchè hanno BA zz BC, perchè 
lati del triangolo isoscele, Al) zz l)C per costruzione e BD comune; 
dunque anche l’angolo BAD ossia BAC zz BCD ossia BCA (102). 

2. ® DaU’eguaglianza de’ due medesimi triangoli si conchiude pure 
che l’angolo ABD zz DBC, e l’angolo ADB zz CDB ; dunque l’an- 
golo in B è diviso per mezzo, e la BD è perpendicolare alla AC. 

3. ” Diviso l’angolo al vertice B per mezzo mediante la BD, i due 
triangoli ABD, DBC risultano uguali, avendo BD comune, AB zz BC 
e l’angolo ABD zz DBC per costruzione; dunque anche AD iz CD 
e l’angolo ADB zz CDB, ossia la base è divisa per mezzo dalla BD, 
e la BD è perpendicolare alla base stessa AC. 

4. " Se la' perpendicolare innalzata dal punto D mezzo di AC non 
passasse pel vertice, esso vertice si troverebbe fuori della perpen- 
dicolare e quindi dovrebbe essere disugualmente distante da’ punti A 
e C della base (HO), il che non può essere, perchè il triangolo è, 
isoscele. 

TEOBKMA 

113. In un triangolo: 1." ad angoli ugnali si op- 
/migono lati uguali; 2.*^ all* angolo maggiore si 
oppone il lato maggiore e 3.® al lato maggiore si 
oppone r angolo maggiore. 

1.” Se l’angolo DÀCzzDCA, sarà anche DCzz DA. 

Infatti ; suppongasi DC > DA; presa di essa DC 
una parte CE zz DA e unito E con A, risulta il 
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triangolo AEC, il quale sarebbe uguale al triangolo ADC, avendo AC 
comune, CE n: DA per costruzione e l’angolo DAC =: EGA os- 
sia DCA, per ipotesi; ma ciò è assurdo, perchè il tutto DAC non 
può essere uguale ad una sua parte EGA, dunque non può essere 
DC > DA. Si dimostra ugualmente che non può essere DC < DA, 
dunque sarà DC ~ DA. 

2." Se l’angolo AGII > ABC, sarà anche AB> AG. 

A Infatti, si formi in C colla GB l’angolo BCD — ABC ; 

/ > nel triangolo BCD , essendo i due angoli BCD , 

\ ABC uguali, si avrà anche CD zr DB; ma si 

\ ha CD + DA > AC (89), dunque anche : 

\ DB + DA > AC, ossia AB > AC. 

^ 3.® Se il lato AB > AC, sarà anche l’angolo 

c -jj ACB > ABC. 

Fig. 33. Infatti; se l’angolo ACB fosse uguale ad ABC, si 

avrebbe anche AB = AC contro la ipotesi; se l’angolo ACB fosse 
minore di ABC, si avrebbe anche AB < AC, parimenti contro l’i- 
potesi ; dunque l’angolo ACB, non potendo essere nè uguale , nè mi- 
nore di ACB, dovrà essere maggiore e si avrà ACB > ABC. 

414. CoROLL.vRio. Dunque un triangolo equiangolo è anche equi- 
latero e viceversa. 

TEOREMA 

^ 415. L'angolo eslerno di un triangolo è 

maggiore di ciascuno de’ due interni non 
' y' adiacenti. 

Nel triangolo ABE dico che BEF > ABE. 
® Divisa la BE per mezzo in C, unito A 
‘■'S- con C, prolungata la AC di una quan- 

tità CD zz AC e unito D con E , risultano i due triangoli ABC , 
• DCE uguali; infatti BC = CE e ACzzCD per costruzione e l’an- 
golo ACB zz DCE , perchè, opposti al vertice ; dunque 1’ angolo 
CED zz ABC; ma BEF > CED, dunque anche BEF ■> ABC, ossia 
BEF > ABE. ' 

Si dimostra con simile costruzione fatta sopra il lato AE, 
che BEF > BAE. 
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i46. Corollario BEA + BEF =: 2B; ma ABP3 < BEF, e 
BAE<BEF, dunque: BEA. + ABE < 2R, 

BEA + BAE < 2R e quindi ^generalmente : 
lo somma di due angoli di un triangolo è minore di due angoli 
relli. 

447. Corollario 2.^ Dunque in un triangolo non vi può essere 
che un solo angolo retto, o un solo angolo ottuso, e quindi: 4.^ nel 
tnangolo rettangolo l’angolo retto è il maggiore; dunque: la ipo- 
tenusa è anche il lato maggiore; 2.® nel triangolo ottusangolo l’an- 
golo maggiore è l’ottuso; dunque: m un triangolo ollusangoto è 
maggiore il lalo, che si oppone alVangolo ottuso. 

TEOREMA- 



4^8. Di iulie le rette condotte da un punto 
ad mia retta 4 la perpendicolare è la mi- 
nima; 2.® /e obblique equidislanli dalla per- 
pendicolare sono uguali; 3.® di due obblique 
non uguahnente distanti dalla perpendico- 
lare è maggiore quella che è piu distante. 

Sia il punto A e la retta CB. 

4.® Dico che la perpendicolare AD è la 
minima; infatti, condotta da A una obbliqua qualunque AE, ([uesta 
sarà sempre ipotenusa del triangolo rettangolo AED, e quindi sem- 
pre maggiore, di AD, che* n’ è un cateto (446. 4.®). 

2. ® Se ED = DF, anche AE z= AF. 

Infatti, i due triangoli ADE, ADE sono uguali, e quindi AEzz AF. 

3. ® Se DH > DE, sarà anche AH > AE. 

Infatti, l’angolo D essendo retto, sarà acuto l’angolo AED e quindi 
ottuso l’angolo AEH (25), e quindi AH > AE (147. 2.®). ' 

449. Corollario 1.® Aliaura della disianza di un punto da 
una retta. Se la perpendicolare è la minima, è V unica., che da un 
punto si può condurre sopra di una retta, e serve a misurare la di- 
stanza di esso punto dalla retta. 

E se la più distante dalla perpendicolare è maggiore , segue che 
da un punto ad xina retta non si possono condurre che due rette 
uguali, una per parte della perpendicolare; quindi due obblique con- 
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B. 


D 


dotte da una stessa parte della perpendicolare non possono essere 
uguali. 

120. Corollario Due velie AB, CD perpendico- 
lari ad una terza A(' sono parallele; perchè se con- 
corressero, per esempio, nel punto G , axTessimo, con- 
tro la dimostrazione del corollario precedente, dal pun- 
to G abbassate due perpendicolari GA, GC sulla retta AC. 

121. Corollario 3.® Se due rette AB, EF sono paral- 
lele, e se per un punto qualunque D di una di esse si 
conduce' nello stesso piano un’altra retta qualunque GH, 

questa non può essere parallela alla AB. Infiliti, dal punto D e da 
^ f, y -jj, un altro punto qualunque M della EF condotte 
i 1 le due rette 1)C, MIN perpendicolari alla AB , es- 

I ^ sendo AB per ipotesi parallela ad EF, si avrà 

^ 1)C = MN(17); ma ON < MN, dunque anche 
ON < DC, dunque la GH non ha tutti i suoi punti 
ugualmente distanti dalla AB, dunque non è parallela alla AB. Dun- 
que : per un punto ìuon si può condurre che una sola retta paral- 
lela ad un'altra retta. 


Fij;. 3G. 


c 
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Fig. .IT. 
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1 22. Due triangoli rettangoli sono 
ugnali: A quando hanno l'ipolenusa 
ed un cateto uguali; 2.” quando hanno 
r ipotenusa ed un angolo ugiuili. 

l.*’ Siano ne’ due triangoli rettan- 
goli ABC, DEF la ipotenu.sa BCzzEF, 


e il cateto B.\ = ED : sarà ABC zz DEF. 

Posto il triangolo ABC sopra il triangolo DEF, in modo che B cada ‘ 
•n E e la retta BA prenda la direzione della ED, il punto A cadrà in D, 
ed essVMido l’angolo A zz D, la retta AC prenderà la direzione 
della DF. Il punto C cadrà in F, perchè se cadesse in un altro 
punto qualunque M, essendo BC zz EF, si avrebbe anche EM zz EF, 
il che non può essere, perchè due rette disugualmente distanti dalla 
perpendicolare non possono essere uguali (H9); dunque i due trian- 
goli coincidono; dunque: ABC zz DEF. c. s. D. D. 

2.“ Siano ne’ due triangoli rettangoli ABC, DEF la- ipotenusa 
BC zz EF e l’angolo C zz F ; sarà ancora ABC zz DEF. 
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Sovrapposto il triangolo ABC al trianp:olo DEF, in modo die la 
ipotenusa BC coincida colla ipotenusa EF, essendo TanpioloC; — F, 
il cateto CA prenderà la direzione del cateto FU; le due ipotenuse 
sono uguali, devono adunque essere egualmente distanti dalla per- 
pendicolare; quindi le rette CA, FU, che misurano queste distan- 
ze, devono essere uguali, ((uindi anche A deve cadere ini); dun- 
que i due triangoli coincidono, dunque; ABC ir UEF. c. s. n. d. 

TEOBEAIA 

l‘25. Se ff/i angoli aUerni interni sono 
uguali la somma degli interni dalla stessa 
parte è uguale a due retti, e reciproca- 
mente. ' 

Infatti, BFE + BFH n ‘2B; dunque, se 
BFH n ABF, sarà anche BFE + ABF rr 2B. 

2." BFE + BFH rr 2B , dunque , se 
ABF + BFE n 2B, si avrà anche : 

BFE + BFH = ABF + BFE, e quindi BFH rr ABF. 

124. Scolio. Basta solamente a edere la figura per riconoscere, che 
gli interni dalla stessa parte .\BF, BFE sono rispettivamente uguali 
agli esterni dalla stessa parte CBI), UFO; gli uni infatti sono gli 
opposti al vertice degli altri; e cosi per la stessa ragione si rico- 
nosce con ugual facilità, che gli alterni interni .\BF', BFH sono ri- 
spettivamente uguali lOgli alterni esterni CBI), EFG, ed a’ corri- 
spondenti ABF, EFG, 0 BFH, CBI); quindi, la dimostrazione fatta 
per gli interni dalla stessa parte si può estendere anche agli esterni 
dalla stessa parte, e reciprocamente ; e la dimostrazione fatta pei' 
gli alterni, interni si può estendere anche agli alterni esterni ed 
a’ corrispondenti, e reciprocamente. Durniue, il teorema sopra di- 
mostrato si può enunciare più generalmente nel modo seguente: 
se gli angoli alterni interni, o gli angoli alterni esterni, o gli an- 
goli corrispondenti sono uguali, la sonana degli interni dalla stessa 
parte, o degli esterni dalla stessa parte è uguale a due retti, e 
reciprocamente. 


i;. 
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TKOIIEMA. 

l‘2a. Se la somma degli inlerni dalla stessa parte è uguale a 
due retti, le rette sono parallele, e reciprocamente : 

se le relle sono parallele, la somma degli interni dalla stessa 
parte è uguale a due retti. 

l.“ Se DBG + BGF 2B, dico che le due 
rette AI^ LF sono parallele. 

Infatti, se non fossero parallele, prolungate, 
concorrerebbero in un punto, per es.. E; e si 
Fig. to. avrebbe allora il triangolo BEG, nel »juale la 

somma de’ due angoli EBG, EGB sarebbe eguale a 2R; ma ciò è 
assurdo (116); duiu}ue le rette non possono concorrere, dunque 

2.° Se AD è parallela a EH, dico che 
IIGB + DBG = 2R. 

Infatti, se l’angolo HGB addizionato con 
DBG non somma due retti, si potrà formare 
colla GB in G un altro angolo, il quale, ad- 
dizionato con DBG, sommi due retti; sia 
ipiesto l’angolo BGY formato colla XY; ed abbiasi: DBG + BGY = 2B; 
in tal caso la XY per la prima parte 'di questo teorema dovrebbe 
essere parallela alla AD; e si avrebbe l’assurdo che da uno stesso 
punto G si potessero condurre due rette EH, XY, parallele en- 
trambo alla stessa retta AD (121), dunque, ec. 

126. Scolio. Dallo scolio del teorema precedente risulta chiara- 
mente, che la proposizione adesso dimostrata per gli inlerni dalla 
stessa parte si può estendere più generalmente anche alle altre 
quattro specie di angoli, e che per conseguenza: 

si può eonchindere che due rcltc sono parallele quando la som- 
ma degli interni o degli esterni dalla stessa parte è uguale a due 
retti; o quando gli alterni interni, o gli alterni esterni, o i corri- 
spondenti sono uguali. E reciprocamente, se le rette sono parallele, 
nddiziouati a due a due danno due retti gli interni dalla stessa 
parte e gli esterni dalla stessa parte; e 
sono ugnali fra di loro gli alterni interni, gli alterni esterni, 
e i coì'rispondenti. 


sono parallele. 



Fig. 41. 



Digitized by Google 


GEOMETRIA 


31 


X 


i27. CorolIjARIO 1.° Una retta BD perpendi- 
colare ad una retta EF, è pure perpendicolare 
alla AC parallela alla EF. 

Infatti, essendo le due rette AC, EF paral- 
lele, si avrà: FDB+DBC i=2R (i25); ma FDB è 
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Fig. 42. 

retto per ipotesi; dunque anche DBC zi: iR, e quindi BD perpen- 
dicolare ad AC. 

128. CoROLL.\Rio 2.° Sia la retta AB parallela 
alla CD, si avrà: AHL =z CLM, perchè corri- 
spondenti; sia la EF parallela alla CD, si avrà: 

CLM=i LMF, perchè alterni interni ; dunque: 

AHL =LMF; dunque AB parallela ad EF (126); 
e quindi il teorema : due rette 'parallele ad wia 
terza sono parallele fra di loro. 

129. Corollario 3.° Gli angoli formati da rette rispettivamente pa- 
rallele., se coll’apertura rivolta dalla me- 
desima parte o in senso contrario sono u- 
guali, se altrimenti sono di supplemento. 

1. ® DEF = ABC. 

Infatti, prolungata la DE, fino all’ in- 
contro della BC in H, si avrà: 

DEF iz; EHC, perchè corrispondenti fì". 44 . 

delle due parallele EF, BC; e ABC zz EHC, perchè corrispondenti 

delle altre due parallele DE, AB; dunque DEF = ABC; 

2. *^ BHL ■= DEF; perchè BHL = EHC ed EHC zz DEF. 

5.° Gli angoli LHC, AME, formati ancora da rette rispettiva- 
mente parallele, le due MF, HC dirette nel medesimo senso, e le altre 
due MA, HL dirette in senso contrario, scino di supplemento 

Infatti, LHC + EHC =: 2R;‘ ma EHC iz DEF zz AME, dunque an- 
che: LHC + AME = 2R. 
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150. La somma de’ tre angoli di un triangolo 
rettilineo è ngtiale a due angoli retti. 

ABC + BCA + CAB zz 2R. 

Prolunghisi il lato AB in D e dal punto B si 
conduca la BE parallela alla AC, si avrà: 

ABC + CBE + EBD zz 2R (9o); ma CBE zz BCA, 


c 
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perché alterni •intorni; e KBU perché corrispondenti; 

duiKjue, sostituendo si aM’à; 

ABC + BCA + CAB r= 211. e. s i>. D. ’ . 

151. CoROLL VKio 1.® h'aiujolo esterno di ini Iriamjolo è wjudìe 
alla somma de' due interni non adiacenti. CBI) ~ BCA + CAB. 

Infatti: CBI) = CBE + EBI); ma CBE — BCA; e EBD CAB; 
duii((ue: CBI) - BC.A + C.\B. r. s. u. i). 

152. Corollario 2.“ Supponiamo il triangolo ABC isoscele e AC 
la sua base; si avrà Taugolo BCA — C.\B (112. l.“); e per con- 
seguenza CBI) z= 2BCA, o anche CBI) ~ 2CAB; dunque: l’angolo 
esterno al vertice di un triangolo isoscele è doppio di ciascuno de- 
gli angoli alla base. 

155. Corollario 5.” In un triangolo non vi può essere che un 
solo angolo retto, o un solo angolo ottuso; ([uindi la perpendicolare 
abbassata dal vertice di un angolo acuto in un triangolo ottusan- 
golo deve cadere fuori del triangolo, e la perpendicolare abbas- 
sata dal vertice di qualunque angolo acuto di un triangolo acu- 
tangolo deve cadere dentro del triangolo; in generale la perpen- 
dicolare deve sempre cadere dalla parte deU’angolo acuto. 

15i. Corollario 4." In un triangolo rettangolo la somma dei 
due angoli acuti è uguale a un retto , e se il triangolo rettangolo 
è isoscele ciascun angolo alla base è uguale a un semiretto; e in 
un triangolo ottusangolo la somma de’ due angoli acuti è minore 
di un angolo retto. 

155. ('OROLL.ÌRIO 0 ." Se due angoli di un triangolo sono uguali 
a due angoli di un altro triangolo, anche il terzo angolo del primo 
deve essere uguale al terzo angolo del secondo. 

156. Corollario 6.“ In un triangolo equilatero, e per conse- 
guenza equiangolo (11 4), ciascun angolo è uguale alla terza parte 
di due angoli retti. 

157. Corollario 7.” Wnlore della soniuia di talli gli angoli in- 
ferni di un poligono convesso. 


■s Un poligono qualunque di un numero n di 

. c lati si divide, mediante le diagonali condotte da 

■■ uno de’suoi angoli, in n — 2 triangoli; gli an- 

\ ' I goli di questi triangoli addizionati insieme sono 

\ ^ " uguali agli angoli del poligono (essi infatti non 

sono che le parti degli angoli del poligono), 
r,g. 46 dunque : gli angoli del poligono addizionali in- 
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sieme sono uguali a tante volte 2R quanti sono quei triangoli , ossia 
quanti sono i suoi lati fileno due; ossia sono uguali a 2R (« — 2 ), 
e quindi a 2R - n — 4R; dunque: la somma di tutti gli angoli 
interni d‘un poligono è uguale a tante volte 2R quanti sono i suoi 
lati meno quattro. 

138. Corollario 8.® Dunque l’angolo di un pentagono regolare è; 

2R ■ Eì -4R «R . 

r angolo d un esagono regolare e: 


5 

8R 


2R ■ 6 — 4R 

6 ~ 6 
di un poligono regolare di n lati, si ha: 

2R n — ìR „„ 4R 


e generalmente, chiamato A l’angolo 


A z:: 


= IR — 


■; dunque': 


n n 

1. ® V angolo d‘un poligono regolare è uguale a due angoli retti 
meno quattro retti divisi per il numero dei lati del poligono.- 

2. ® i poligoni regolari di un egual numero di lati hanno gli 
angoli uguali. 

TEOREMA 


139. Cn quadrilatero è un parallelogramma : 

1. ® se ha i lati opposti paralleli; 

2. ® se ha i lati opposti uguali; 

3. ® se ha un lato uguale e parallelo al suo opposto. 

Sia il quadrilatero ABCD; 

1 . ® Se AB è parallelo a DC, e 
AU parallelo a BC, il quadrilatero 
è un parallelogramma per defi- 
nizione (36). 

2. ® Se AB = DC e AD BC, Fig. 47. 

sarà anche AB parallelo a DC e .AD parallelo a BC; e quindi ABCD 
sqrà un parallelogramma. 

Infatti, condotta la diagonale AC, si hanno i due triangoli ACB , 
AGI) uguali, perchè hanno i lati uguali : dunque l’angolo BAC ~ ACD 
e per conseguenza AB parallelo a DC (-126) ; e l’angolo DAC zz ACB 
e per conseguenza AD parallelo a BC. 

3. ® Se ABzzDC e AB parallelo a DC, sarà anche ADzz BC e AD 
parallelo a BC e per conseguenza ABCD sarà un parallelogramma. 

Infatti, condotta la diagonale AC, risultano i due triangoli 
uguali ACB, ACD, perchè hanno AC comune, AB zz DC per ipo- 

Gtofnetria, ec, 3 



Dìgitized by Google 


GEOMETRIA 


54 

tesi, e l’angolo compreso BAC — ACU, perchè alterni interni delle 
due rette AB, 1)C parallele per ipotesi; dunque anche AD = BC, e 
l’angolo DAC ~ ACB e per conseguenza AD parallelo a BC (126). 

TEOREMA 

140. Un parallelogramma: \ ° È diviso dalla diagonale in due 
triangoli uguali; 

2.“ Jla i lati opposti uguali; 

0 ° Ila gli angoli opposti uguali; 

4.“ Le sue diagonali si tagliano per metà. 

Sia il parallelogramma ABCD (fig. 48). 

1. “ Condotta la diagonale AC, i due triangoli .ACB, CD A sono 
uguali; perchè hanno il lato AC comune; l’angolo BACrr ACD, per- 
chè alterni interni delle due parallele BA,DC, e l’angolo BCA~ CAD, 
perchè alterni interni delle due pai'allele AD, BC. 

2. " Dall’eguaglianza dei due stessi triangoli si conchiude: 

AB =; DC e AD = BC; e 
l’angolo ABC ADC e l’angolo BAC + C.4D ossia 
BAD ~ ACD + ACB ossia BCD. 

4." Condotta l’altra diagonale DB; i triangoli AOB, DOC sono 
uguali: perchè AB— DC; l’angolo ABO = ODC e l’angolo BAO~ OCD; 
dunque sarà anche: AO =: OC; e BO = OD. 


.A 



derà l’angolo B per metà; dunque: 
tagliano ad angolo retto. 


141. Corollario 1.® I*r«prieià del 
rombo. 

Sia ABCD un rombo, si avrà AB — BC; 
il triangolo ABC sarà isoscele, CA ne 
sarà la base, 0 il punto di mezzo della 
base, B il vertice ; dunque la BO sarà 
.perpendicolare alla CA (112) e divi- 
ne/ rombo le diagonali si 



2.“ Le diagonali dividono gli angoli 
del ro?nbo per metà. 

142. Nel rettangolo ABDE condotte 
le diagonali AD, BE, risultano i due trian- 
goli ADE, ABE uguali; dunque AD — BE; 
dunque; nel rellaugolo le diagonali sono 
ujjuali. 
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TKOP.EMA 

1 i-3. Un paraUelog ramina qualunque è equina- r ^ 

lente ad un rellaiajolo, costruito sopra la mede- \ / 

sana base, e rinchiuso fra le stesse lince pa- ^ 

rallele, ossia avente la medesima altezza (45). Fig. 30. 

Dico che EACF — EBDF. I due triangoli A1$E, CFD sono uguali, 
perchè AE =: CF, RE — DF ( 140. 2.“) c l’angolo AEB n: CFD 
(129. 1."). Avremo dun [ue: triangolo ABE — CFD, ed’aggiungeiido 
da una parte e daH’altra il medesimo trapezio EBCF; 

ABE + EBCF, ossia EACF z:; CFD + EBCF, ossìa EBDF. c. s. i). D. 

144. CoROtyLAiuo l.“ I parallelogrammi jj _c ti 

.\CGF, ADIIF di medesima base e di u- 
tjaale altezza, sono equivalenti; perchè 

ciascuno è e [uivalente al medesimo ret- 

tangolo ABEF. ng, 31 

145. CoROU..\Rio ‘2.“/ paralleloqrummi EHGF di basse di 

altezza iKjuali, sono equivalenti. b c t, h 

Infatti, uniti i pumi B, C co’ punti 
F, G, il quadrilatero BCGF n- 
sultante è un parallelogramma 
(159. 5.”); ma ciascuno de’ due 


;t 


t 

! / 
I / 


!'/ 





A » 


«- 


H 

FÌR. 52. 

-4BCD, EHGF è equivalente ad esso BCGF (144), saranno adun- 
que anche equivalenti fra di loro. 

14G. COROLtiARio 3.® Un triangolo è la metà del proprio paral- 
lelogramma (140. 1."), dunque è anche equivalente alla metà di 
lutti i parallelogrammi equivalenti al proprio, quindi; un triangolo 
è la metà di un parallelogramma di egual base e di eguale altez- 
za (144), e per conseguenza; / triangoli di egual base e di eguale 
altezza sono equivalenti fra di loro. 


TEOREMA 

i47. Un trapezio è equivalente ad un parallelogramma delta 
stessa altezza e di base uguale alla semisomma de’ suoi due tali 
paralleli. 

Nel trapezio ABFH, diviso il lato EF per metà in D, condotta 
la GD pai'allela alla AH -e prolungata Ano all’ incontro .in C dell 
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lato AB prolungalo, risulta il quadrila- 
tero ACGII, che è un parallelogi’amma 
per costruzione (139. t.“). Ne’ due trian- 
goli BCD, GDF, si ha BD — DF per co- 
struzione, l’angolo BDC = GDF (94) e 
p'8- l’angolo CBD — DFG (126), dunque sono 

uguali (98); dunque GF = BC. Ora: 

HG HF — GF = HF — BC, 

HG — AG 1 = AB + BC; e addizionando: 


2HG =: HF + AB; e quindi : HG = . 

Ora, se al pentagono ABDGH si aggiunge il triangolo GDF, ri- 
sulta il trapezio ABFH, e se allo stesso pentagono ABDGH si ag- 
giunge l’altro triangolo uguale BCD, risulta il parallelograniraa 
ACGH; dunque il trapezio ABFH~ ACGH, parallelogramma, U quale 


ha la stessa altezza del trapezio (45), ed ha per base HG zi: 


IIF -i- AB 
2 


ossia la semisomma de’ lati paralleli, c. s. d. d. 

148. Corollario. Condotta DE parallela a HF, si ha HG =: DE; 
ma AE zz CD m DG zz EH, dunque anche l’altro lato non paral- 
lelo AH è diviso per metà in E; dunque: un trapezio è equivalente 
ad un parallelogramma della stessa altezza e di base la retta che 
unisce i due punti di mezzo de’ lati non paralleli. 


TEOREMA 


449. / parallelogrammi di uguale altezza stanno nella diretta 



delle loro basi. 

Siano i due parallelogrammi 
ABNM, MNCD, aventi uguale al- 
tezza , perchè rinchiusi fra le 
stesse linee parallele, si avrà: 


Fig- 5*- ABNM : MNCD :: AM :• MD. 

Infatti, siano in 4.® luogo le due basi AM, MD commensurabili, 
applicata ad entrambe la misura AE, sia questa contenuta 3 volte 
in AM e 5 volte in MD. Dai punti di divisione condotte le paral- 
lele alla AB, il parallelogramma ABNM resta diviso in 3 paralle- 
logrammi uguali tutti al parallelogramma AEFB, e cosi il paralle* 


» 
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logramma MNCD resta diviso in 5 parallelogrammi uguali allo stes- 
so AEFB (^145); si avrà adunque: 

AM zi; 3AE; MD =z 5AE; e AM : MD : : 3AE : 5AE ; : 3 : 5'. 
ABNM =z 3AEFB; MNCD zi; 5AEFB; e 

ABNM*. MNCD:: 3 AEFB: 5 AEFB :: 3:5; e quindi: 

ABNM : MNCD :: AM : MD. 

Siano in 2.° luogo le due ba- 
si DC, CE dei due parallelogram- 
mi ABCD , BCEF, incommensura- 
bili, dico che si avrà ancora: 

ABCD: BCEF ::DC : CE. 

Infatti, suppongasi il quarto ter- 
mine della proporzione maggiore di CE, suppongasi cioè la pro- 
porzione : 

ABCD : BCEF : : DC : CH. 

Divisa la DC in parti uguali e minori di EH , e portata una di 
queste parti successivamente sopra la CH , da C verso H , dovrà 
cadere almeno un punto di divisione tra E e H, per esempio, in M; 
condotta da M la parallela alla EF ad incontrare in N la BP pro- 
lungata, si avranno i due parallelogrammi ABCD , BCMN , le cui 
basi DC, CM saranno commensurabili; dunque: 

ABCD : BCMN :: DC : CM; ma si ha per ipotesi: 

ABCD: BCEF : : DC : Cfl; dunque, poiché sono uguali gli an- 
tecedenti delle due proporzioni, si avrà: 

BCMN: BCEF:: CM: CH; ma questa proporzione è assurda, 
. perchè BCMN > BCEF e CM < CH , dunque è assurda la propor- 
zione supposta, dunque il quarto termine di quella non può essere 
CH > CE. 

Suppongasi in 2.° luogo il quarto termine della proporzione mi- 
nore di CE, suppongasi cioè: ABCD: BCEF :: DC : CO. 

Divisa ancora la retta DC in parti uguali e minori della OE, e 
portata una di queste parti sopra la CE , dovrà cadere almeno un 
punto di divisione tra 0 ed E, per esempio. In L\ condotta dal 
punto la parallela LP, si avrà il parallelogramma BCLP, la cui 


3 

* 1*2 XI 






• C 

oIì:e at - 


Fig. 55. 
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base CL sai’à commensurabile colla l>ase DC del parallelogramma 
ABCD; dunque; 

ABCD : BCLP I)C : CL; ma si ha per ipotesi: 

ABCl) : BCEF :: DC : CO; dunque: 

BCLP: BCEF::CL: CO; proporzione anche questa assurda, per- 
chè BCLP < BCEF e CL > CO; dunque è anche assurda la se- 
conda proporzione supposta; dunque il quarto proporzionale non può 
essere CO <CE; non potendo adumiue essere nè un maggiore, nè 
un minore di CE, segue che sarà CE e che quindi si avrà: 

ABCD: BCEF:: DC: CE. c. s. i). D. 
d 50. Scolio. Si dimostra nello stesso modo: che i parallelogram- 
mi di ugual base sfanno nella diretta delle loro altezze. 

TEOREMA 

A Tf. „i5 151. Due rettangoli stanno nella composta 

Al V ; delle loro basi e delle loro altezze. 
i c Siano i due rettangoli ABCD, CFGII; col- 

ui — I — !(j. locati con uno dei loro angoli opposti al ver- 
Fig. 5 c. lice, e prolungati i due lati AB, GF fino al 

loro incontro in E, si avrà un terzo rettangolo CBEF. Indichiamo 
per brevità i tre rettangoli colle lettere M, N, P. I due rettan- 
goli M e P sono rinchiusi fra le stesse parallele AE, DF, hanno 
adunque l’altezza uguale, e cosi i due rettangoli P, N, che sono 
rinchiusi fra le due parallele EG, BlI; dunque avremo le propor- 
zioni: M : P : : CD : CF (149); 

P : N :: BC : CII; e facendo la proporzione composta: 

M. P: P. N :: CD. BC: CF. CH; e dividendo il primo rap- 
porto per P, si avrà: M: N :: CD. BC: CF. CH. c. s. D. d. 

152. CoROLL.\Rio 1.® Un parallelogramma è equivalente ad un ret- 
tangolo di ugual base e di uguale altezza (145), dunque il teorema 
adesso dimostrato si può applicare anche ai parallelogrammi; dunque: 
i parallelogrammi stanno nella composta delle loro basi e delle 
loro altezze. 

155. Corollario 2.° Essendo un triangolo la metà di un parallelo- 
gramma di ugual base e di uguale altezza, segue che le tre propo- 
sizioni dimostrate per li parallelogrammi si possono estendere anche 
ai triangoli, e quindi: 1.® i triangoli di uguale altezza starno C07ne 
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le loro basi; 2.*^ i triangoli di ugnai base s lamio come le loro al- 
tezze; 5.° i triangoli stanno nella composta delle loro basi e delle 
loro altezze. 


PROBLEMI 

DELLA MISURA DELLE FIGURE RETTILINEE. 

io4 I. Trovare l’area di un rettangolo. A b 

Sia il rettangolo ABCD ed il quadrato 
mnpq., unità di misura, si avrà : 

ABCD: mnpq :: 1)C. AD: mq • qp (i5d); 
ed essendo mq —qp\ 

ABCD : mnpq :: DC • AD : mq 'inq; 
e dividendo il secondo rapporto per 7iiq • si avrà: 

ABCD : mnpq : : • : i ; 

^ ^ m([ mq 

proporzione, la quale significa : il rettangolo contiene tante volte 
il quadrato unità di misura, quante il prodotto della sua base per 
la sua altezza, misurate col lato del quadrato (79), contiene f u- 
nìtà; ossia: il rettangolo contiene tante volte il quadrato unità di 
misura^ quante lo indica il prodotto della sua base per la sua al- 
tezza^ misurale col lato del quadrato. 

Brevemente si esprime questa misura dicendo : la quadratura 
del rettangolo è uguale al prodotto della sua base nella sua al- 
tezza; e così generalmente, quando si esprime la misura d’una 
« 

figura qualunque nel modo sopra indicato, mediante un prodotto di 
(lue rette, si deve intendere sempre che quella figura contiene tante 
volte il quadrato unità di misura, quante lo indica il prodotto di 
quelle rette, misurate col lato di quel quadrato. 

155. II. Trovare l’arca di un quadralo. 

Il quadrato è un rettangolo nel quale la base è uguale aH’altez- 
za; dunque: la quadratura di un quadralo è uguale alla seconda 
potenza del suo lato, ossia al suo Iato moltiplicato per sè stesso 
una volta. 

156. HI. Trovare l’area di un parallelogramma. Un parallelo- 
gramma è equivalente ad un rettangolo della stessa base e di 
uguale altezza (145); dunque : la quadratura di un parallelogroinma 
è uguale al prodotto della sua base per la sm altezza. 
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457. IV\ Trovare Taren «li un triangolo. Un triangolo è equi- 
valente alla metà di un parallelogramma di ugual base e di uguale 
altezza (446); dunque: la quadratura di un trianqolo è uguale alla 
mola del prodotto della sua base per la sua altezza. 

453. V. Trovare l’area «li un trapezio. Un trapezio è equivalente 
ad un parallelogramma di uguale altezza e di base uguale alla semi- 
somma dei due lati paralleli (447); o anche di base uguale alla retta 
che unisce i due mezzi dei lati non paralleli (448); dunque: la qua- 
dratura di un trapezio è uguale al prodotto della sua altezza nella 
semisomma dei due lati paralleli; o anche: la quadralura d’ »;i 
trapezio è uguale al prodotto della sua altezza nella retta che uni- 
sce i due punti di mezzo dei due lati non paralleli. 

VI. 459. Trovnre Pareo «li un poligono qualunque. Si divide il 
poligono, mediante le diagonali condotte da uno de’ suoi angoli , in 
triangoli, si trova la quadralura di ciascuno di que’ triangoli; il to- 
tale di quelle quadrature dà la quadratura dell’ intiero poligono; 
dunque: la quadralura di un poligono qualunque è uguale alla 
somma delle quadrature dei triangoli, che lo compongono. 

460. Scolio. Abbiamo dimostrato che l’area di un rettangolo si ot- 
tiene dal prodotto della sua base per la sua altezza; e l’area di un 
quadrato dalla seconda potenza del suo lato. Un prodotto adunque di 
due fattori può sempre rappresentare un rettangolo , ed una seconda 
potenza un quadrato. Vodesi da ciò che le operazioni aritmetiche: 
moltiplicazione e innalzamento alla seconda potenza, devono corri- 
spondere alle due operazioni geometriche : costruzione di un rettan- 
golo e costruzione di un quadralo. Colle costruzioni geometrichè si 
ottengono le due figure, colle due operazioni aritmetiche si hanno 
le aree delle due figure; s’intenderà adesso perchè neU’aritmetica si 
sono fatte comuni le due espressioni: seconda potenza e quadralo, 
e perchè anche si usano comunemente le altre due : prodotto, rettan- 
golo; e s’intenderà ancora come que’problemi geometrici, per li quali 
devonsi costrurre rettangoli o quadrali, si possono anche sciogliere 
aritmeticamente mediante la moltiplicazione e l’innalzamento a se- 
conda potenzi. Noi faremo una applicazione di questo principio ge- 
nerale alla soluzione de’ quattro problemi seguenti. 

461. 1. A che cosa è eqttivalenle il quadrato fatto sulla somma 
«li dm« rettp, Chiamate a, b le due rette; l’algebra ci dice che: 

. (a + è)2 zr a» + 2aft + 6*; 
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dunque: il quadralo fallo sulla somma di 
due relle è equivalenle alla somina dei 
due qmdrali falli sopra ciascuna delle 
due relle, più due rellangoli formali colle 
due relle slesse. Ed ugualmente colla co- 
struzione geometrica si ottiene: 


AC 


b; CB — a; AB ~ a + b. 


JL 



ìk 



a*h 


58. 


AGLB (a + b) 2 = ADEC( + heFL (a 2) + DGHE (ab) + EFBC (ab). 

162. II. A che cesa è equivalente il quadrato fatto sopra una 
retta doppia di un'altra. 

.AH». 

L algebra risponde; b — 2a; 62 — 4 ^( 2 ; n 
quadralo coslriillo sopra una rella è qual Irò volle 
il quadralo coslrullo sopra la rella melà di 
quella. 

GII = a; IIL ~ a; GL — 2a ~ b; 



a? 

— 1 



Fig. 59. 




. 1 . 


I 


GACL(62) = GDEH (a2) + IIEFL(«2)+i)ABE (a2)+BEFC(«2) — .'w*. 

163. III. A ch^ cosa è equivalente II quadrato fatto sopra una 

retta uguale alla dilTerenza di due rette date. a j , 

L’algebra risponde: (a — 6)2 — a2 — 2«6 + 62; 
il quadralo coslrullo sopra una rella uguale alla 
differenza di due relle, è uguale alla somma dei 
quadrali coslrulli sopra ciascuna delle due relle, 
meno due rellangoli formali colle slesse due relle. .ir 

AC zz: a; BC — 6; AB z= AC — BC — a — 6 Fig jq 

-\1)EB (a — 6)2 = AGLC (a2) + BCNM (62) — GLFD (ab) — EFiN -M (ab) . 

164. IV. A che cosa è equivalente il rct- uc t 

langolo formato sopra due rette, una uguale 
alla somma e l’altra uguale alla differcnaa 
di due rette date. 

L’algebra risponde 
(a + 6) (a — 6)=;a2 —6*; 
il rettangolo formalo sopra due relle, una 
uguale alla somma e V altra uguale alla dif- 


c 

Fig. 61. 

ferenza di due relle date, è uguale alla differenza dei due quadrati 
formati sopra ciascuna delle due rette date. 
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AC =z a; BC zz: ò; AO z= AC + CO =z AC + BC =z « + 6 ' 
AB zz AC — BC zz « — ò. 

AGPO (n + b) (a — b) ~ AGEC + EPOC zz 

AGEC + GHED zz 
AHMC (« 2 ) _ FMED ( 62 ). . 

TEOREMA 





Fig. 02. 


i65. Il quadrato costrutto sopra la 
ipotenusa d"un triangolo rettangolo è 
equivalente alla somma dei due qua- 
drati costrutti sopra i due cateti. 

Sia il triangolo rettangolo ABE; co- 
strutti sopra r ipotenusa AB il qua- 
drato ABCI) e sopra i due cateti AE, 

EB i due quadrati AEEG, BEHL, dico ! 
che si avrà: 

ABC!) zz AEFG + BEHL. 


Infatti, abbassata dal vertice E la perpendicolare EM sopra la ipote- 
nusa AB, e prolungata fino all’incontro del lato Cl) in N, essa sarà 
pure perpendicolare a CD (127), e in conseguenza sarà parallela alle 
due AD, BC, perpendicolari alla stessa CD (120), quindi i due quadri- 
lateri AMND, MBCN saranno due rettangoli. Congiunto il punto E 
con C e il punto L con A, risultano i due triangoli EBC, LBA 
uguali (97): perchè EB zzz LB, lati del quadrato BEHL; BC zz BA, 
lati del quadrato ABCD e l’angolo EBC, compreso dai due lati EB, 
BC, uguale a LBA, angolo compreso dai due lati LB, BA; infatti: 

' EBC =^BA + ABC EBA + 1 Bello; c 
LBA = EBA + LBE = EBA + d Bello. 

Ora il triangolo EBC, avendo la stessa base BC ed essendo rin- 
chiuso fra le stesse parallele EN, BC, che il rettangolo MBCN, è 
metà di esso rettangolo (i 46); parimenti il triangolo LBA, avendo 
la stessa base LB, ed essendo rinchiuso fra le stesse lìnee paral- 
lele AH, LB, che il quadrato BEHL, è metà dello stesso quadra- 
to. Dunque, poiché il triangolo EBC è uguale LBA, avremo anche 

MBCN _ ^ g quindi anche i.“ MBCN zz BEHL. Con una 
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simile costruzione e con un eguale ragionamenta si dimostra : ' 
2.“A]\lìNDzz:AEFG; duiK|ue, addizionando le due equazioni d.“ e2.”r 
AMiND + MBCN =z AEFG + BEHL e quindi: 

ABCD — AEFG + BEHL. c. 6. d. d. 

166. Scolio. Osservisi come tutta la dimostrazione è appog- 
giata alla condizione che l’angolo E sia retto. Essendo E retto, 
per formare sopra i due cateti ì due quadrati si devono prolungare 

-essi cateti in H, in F; per modo che le due rette AE, EH formano 
una sola retta ^ e cosi le due BE, EF (93). Se l’angolo E non è 
retto, la AH non forma una sola retta parallela alla LB, il trian- 
golo LBA no-n è compreso fra le s-tesse linee parallele, perciò non 
è metà del quadrato e per conseguenza manca tutta la dimostra- 
zione. 

167. Corollario i.° È pur vera la proposizione .n 

inversa: se AC "^ zz AB“ + BC^, l’angolo B, op- / \ 
posto al Iato AC, è retto. 

Infatti, innalzata dal punto B una perpencTìco- / 

lare al Iato BC, presa sopra di essa una parte A.^ 

BH =: ab, congiunto II con C, il triangolo HBC, Fig. 63. 
rettangolo in B, dà l’ equazione; HC“ =; BlI'^ + BC^; ossia 
HC^ = AB^ + BC^; ma si ha anche per ipotesi: AC^ zi AB“ + BC"; 
dunque : AC^ = TlC'^ e quindi AC zz HC. 

Ora, i due triangoli ABC, IIBC sono uguali: perchè AC zz HC, 
AB zz BH e BC comune; dunque l’angolo ABC iz: HBC, ma l’an- 
golo IIBC è retto per costruzione; dunque anche l’angolo ABC sarà 
retto, c. s. D. D. 

168. Corollario 2.° Il quadralo di un cateto è equivalente al 
quadrato dell’ipoteìiusa, meno il quadrato dell'altro cateto. 

Infatti se HC^ iz: BH" t BC^; sarà anche: 

BH^ = lìC'^ — BC^e zz: HC^ — BH^ 

169. COROLL.ARtO 5.° Trovare II valore dcll’ipoicnusft di un trian- 
golo rettangolo quando se ne conoscono i due cateti- Supposto un 
triangolo rettangolo, di cui a sia l’ ipotenusa, e ò, c i due cateti, 
si avrà Tequazione : 

«2 — + c2^e quindi a dunque: la ipotenusa 

è uquale alla radice quadrata della somma dei quadrati dei due 
cateti. 
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i70. Trovare 11 valore d’un cateto quando si conoscono Pipotenusa 
e Paltro cateto. Dal l’equazione — ^2 + ^2 si ha: ò* — c^; 

e quindi 6 zz ^ «2 — c^; dunque: un calcio è uguale alla ra- 
dice quadrala del quadralo deWipolenusa meno il quadralo del- 
Vallro calcio. 

ili . Corollario 4.® Trovare la ragione della dia- 
gonale al lato del suo quadralo. 

Nel quadrato ABCD, condotta la diagonale DB, avre- 
mo nel triangolo rettangolo isoscele ABD; 

DB^ zz 2 AB^ e quindi la proporzione: 

DB^ • AB^ :: 2 : i , e l’altra, DB': AB : : v/ 2:4. 

Dunque : la diagonale del quadralo è incommensurabile col lalo 

di queslo (81). TEOREMA 

472. In un triangolo qualunque il quadrato del lato opposto 
ad un angolo non retto è equivalente alla somma dei quadrati de* 
lati che formano l* angolo, meno 0 più (secondo che l’angolo è 
acuto 0 ottuso) il doppio rettangolo di uno di que* due lati nella 
proiezione delVallro sopra quelVuno. 

Sia in 4.° luogo 1’ angolo A acuto nel trian- 
golo ABC; dico che si avrà: 

BC^ - AC^ + AB^ — 2AC x AD. 

Infatti, CD zz: AC — AD; quindi: 

• CD* = Io* + AD* — 2.AC X AD (163). 
Si aggiunga da una parte e daU’altra il quadrato della perpendi- 
colare, e si avrà: CD^ + BD^ 



ma CD^ + BD^ = BC^ e AD^ + BD^ =z AB^ (465), dunque: 

BC“ zz AC^ + AB® — 2AC X AD. c. s. D. D. 

Sia in 2.° luogo l’angolo A ottuso nel trian- 
golo BAC; dico che si avrà:' 

Bc® zz Àc® + AB® t 2AC x AD. 
Infatti, CD iz; AC + AD; quindi (464): 

CD® zz AC® + AD® + 2AC X AD; aggiun- 
gendo, come sopra, il quadrato di BD; 

CD® + BD® zz AC® + AD® + BD® + 2AC X*AD; ma 
CD® + BD® zz BC® e AD® + BD® zz AB®» dunque: 

BC® zz AC® + AB® + 2AC X AD. C. s, D. D. 


\ì - 


AC* + AD* + BD*— 2ACXAD; 

ì 
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173. Corollario 1.® Sia nel triangolo ABC 
la retta BD condotta al mezzo del lato AC, ed 
abbiasi la perpendicolare BE, la quale, cadendo 
fuori del triangolo ABD, dà a conoscere essere 
l’angolo BDA ottuso e l’angolo BDC acuto (133). 

Avremo adunque nel triangolo BDC: 

= BD® + DO® — 2DC X DE (172. l.“); ma DC = AD; 
dunque : 

BC^ = BD^ + AD^ —2ADX DE; e nel triangolo ABD (172.2.*^) 

AB^ zz BD^ + AD^ + 2 AD X DE, e addizionando: 

AB^ BC^ = 2BD^ + 5aD^. Dunque: la somma dei quadrati 
de’ lati che formano un angolo di un triangolo è equivalente al dop- 
pio del quadrato della metà del lato opposto all’angolo, più il dop- 
pio del quadrato della retta, che dal vertice dell’angolo è condotta 
al mezzo del lato stesso. 

174. Corollario 2.° Nel parallelogramma ABCD si ha: 

AO zz OC, DO =; OB (140. 4.°), quindi nel triangolo ABC: 

AB^ + BC* zr 2AÒ^ + (173) e nel triangolo ADC: 

CD^ + AD^ zz 2AO® + 2DÒ^ ossia 2BO^ ; addizionando: 

AB^ -h BG^ + CD^ + AD‘^ = 4AÒ^ + ÌBÒ^ i= AC^ + BD^ 

perchè AC zz 2AO e BD zz 2BO (162); dunque : in un parallelo- 
gramma la somma de’ quadrati delle due diagonali è equivalente 
alla somma dei quadrali de’ quattro lati (fig. 48). 

PROBLEMI 

175. I. Condurre da un punto dato una parallela ad una retta 
data. 

Sia il punto C e la retta data AB. Condotta . 
da C una obbliqua qualunque CD alla AB, si 
formi in Ccolla stessa CD l’angolo DCHziADC; 
la retta CH, che forma quell’angolo, sarà la pa- 
rallela alla AB. Infatti i due angoli DCH, ADC 

« 

sono gli alterni interni delle due rette CII, AB, e poiché sono 
uguali, le due rette devono essere parallele (126). 
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176.11. Dividere nn aitinolo redo In tre parti usuali* Sjpra B/7 
formato un triangolo equilatero DDE (103), di- 
\ 3 ^ vido l’angolo DBE per metà mediante la BX. 

/ L’angolo ABE = IR DBE in 2j3B(l,3G); dun- 

\ que ABI) :zr 'laR; DBX è uguale alla metà di 
■ DBE, dunque sarà = è uguale alla 

metà di DBE, dunque sarà =: *liR; dunque ran- 


gole retto è diviso nelle tre parti uguali ABI), DBX, XBE. 

177. Scolio. Qualunque altro angolo non si può generalmente 
dividere in Ire parli uguali usando della riga e del compasso : 
([uesto problema, intorno alla cui soluzione si sono inutilmente oc- 
cupati finora i geometri, è conosciuto sotto il nome di problema 
della trisezione dell’angolo. 

178. III. All’estremità di uaa retta ianalzarc una perpendicolare. 

Sia da innalzare una perpendicolare dall’ estremità B della ret- 
ta BE: costrutto sopra BE un triangolo equilatero e in B formato 
colla BD l’angolo ABI) uguale alla metà dell’angolo DBE, l’an- 
golo ABE che risulta sarà retto, e la AB per conseguenza sarà 
perpendicolare alla BE. 

179. IV. Costrurrc un pnrAllclogramma dati I due lati conti- 
gui di esso e l’angolo compreso fra I medesimi. 

Siano i due lati A, B e l’angolo 
dato 0. 

Formisi in M un angolo uguale al- 
l’angolo dato 0, e prendansi sopra i 
due lati MX, MY due parli MN, MH 
” '""X uguali rispettivamente alle due rette 

Pig. 70 . date A, B, conducansi da N, e II due 

rette parallele rispettivamente alle due MY, MX , queste s’ incon- 
trano in L; e formano il quadrilatero MHLN, che è il parallelo- 
gramma domandato. 

180. V. Costrurre^un rettangolo dati I due Iati. 

Siano i due lati dati A , R. Formisi un 
angolo retto C e prendansi sopra le due gam- 
be di questo due parti GII, CD uguali rispet- 
tivamente alle due rette date" A, B; fatto cem 
tro in D con raggio uguale a GII descrivasi 
iin circolo, .e fatto .centro in II con rag- 


’ii: 


Fig 
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gio CD se 110 descriva un altro; i due circoli si tagliano in L; 
si unisca L con II e con 1) e si ottiene CULI), che è il rettangolo 
domandato. 


181. VI. Costrnrre un quadralo sopra una retta data* 

Sia A la retta data. a. 


Presa una retta 1)C = A, si forma in 1) un an- 
golo retto e prendesi sopra l’altra gamba una par- 
te DE =3 DC; da’ punti C, E, si conducono due rette 
parallelo rispettivamente alle due DE, DC; esse s’in- 
contrano in B; DEBC sarà il ([uadrato domandato. 



182. MI. Coslrurre un parallelograuiina equivalente ad un 


triangolo dato. 


Sia ABC il triangolo dato. _ b « 

Divisa la base AC per metà in 1), condotta da B 
una parallela alla AC, e da 1) una parallela alla AB, 
risulta il parallelogramma AB.MD e]uivalente al Fig. 73 . 

triangolo ABC, perchè ha la stessa altezza e la base metà della 
base del triangolo. 

183. Vili. Coslrurre un rettangolo equivalente ad un triangolo 



Fig. 74. 

dato. Sia il triangolo B.àC; divisa la BC per metà in D, e con- 
dotta la parallela XY, s’ innalzano da B e D le due perpendico- 
lari BF, DE; il rettangolo BFED sarà e'[ulvalente al triangolo .\BC. 

184. IX. Coslrurre un parallelogramma equivalente ad un trian- 
golo dato e con un angolo uguale ad un angolo dato. 

Sia ABC il triangolo dato, e 0 l’angolo. Divisa la BC per metà 
in D, si forma colla CD l’angolo CDG uguale 0; condotta da C 
la parallela CH, si ottiene CHGD., che è il parallelogramma do- 
mandato. 

185. Scolio. Si osservi come i tre problemi 7.% 8.“, 9.“ si pos- 
sono sciogliere anche costruendo un parallelogramma sopra una base 
uguale a ([uella del triangolo , e con altezza metà di quella dello 
stesso triangolo. 
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d86. X. Trasforuinre nn poligono dato In nn altro poligono 

equivalente, che abbia un lato di meno. 

Sia il poligono pentagono ABCDE; unito C 
con E, condotta la DII parallela alla CE ad in- 
contrare in H la AE prolungata e finalmente 
unito C con H, si ha il poligono quadrilatero 
ABCH, il quale ha un lato di meno del poli- 
gono pentagono ABCDE, ed è a questo equi- 
valente. Infatti : 



Fig. 76. 


ABCDE zz ABCE + CDE, e ABCH zz; ABCE +CEH ; 

ma CEH zz CDE, perchè hanno la stessa base CE e sono rinchiusi 
fra le stesse parallele CE, DH (i46), dunque ABCDE z= ABCH. 
c. s. D. D. 

187. XI. Trasformare un poligono dato in nn rettangolo eqniva* 
lente. Mediante il problema precedente si diminuisce successivamente 
il poligono dato di un lato per volta sino a trasformarlo in un trian- 
golo ad esso equivalente; quindi, usando del problema Vili, si tras- 
forma quel triangolo nel rettangolo suo equivalente; questo rettan- 
golo sarà l’equivalente al dato poligono. 

188. XII. Formare nn quadrato equivalente f.° alla somma; 
alla differenza di due quadrati dati. 

l.° Siano AB, CD i due lati de’ 
due quadrati dati. Formato l’ an- 
golo retto 0 , presa sopra la OX 
una parte OE eguale alla A, e 
sopra la OY una parte OP uguale 
CD, unito E con F, il quadrato del- 
la EF sarà il quadrato richiesto. Infatti EF^ iz: OE^+OF^ (465), 
ossia: EF^ zz AB* + CD^. 

2.® Presa sopra la OX una parte OF eguale al lato minore CD, 
e fatto centro in F si descriva con raggio AB una circonferenza, 
la quale taglierà il lato OY nel punto II : il quadrato della OH sarà 
il secondo quadrato domandato. Infatti, unito F con H, risulta il 
triangolo rettangolo OFH, nel quale si ha: OH* :zz FH* — OF* (168), 
ossia: OH* zz AB* — CD*. 

189. Scolio 1.° Osservisi l.° che per la soluzione di questo se- 
condo problema è necessario che i due lati siano disuguali; 2.° che 
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usando di questo metodo si può trovare un quadrato equivalente 
alla somma o alla diflerenza di un numero qualunque di qua- 
drati dati ; 3." che questi due stessi problemi furono sciolti anche 
dalle due forinole analitiche dei numeri i69, i70. 

190. X[. Formare un quadralo equivalente alla metà d’nn 

quadrato dolo. jv n 

Sia il quadrato dato ABCU. Divisa la diago- 
nale BD per metà in E, s’innalzi da quel punto x/ 
ad essa diagonale una perpendicolare; questa an- 
drà in A (di2.4.“); e sarà BE = EA (i42); com- ^ 
piuto il quadralo FAED , sarà quello il quadrato Fig. 78 . 
domandato. Infatti, dal triangolo rettangolo isoscele ADE si ha; 

2 g 2 — — 2 

AD — 2DE (165), e per conseguenza; DE =*|jAD. 

191. Corollario. Dunque: l.° il quadralo della diagonale di un 
quadralo è doppio dello slesso quadralo; 2.® il quadralo della melà 
della diagonale di un quadralo è melà dello slesso quadralo. 
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LIBRO SECONDO 

DELLE FIGURE SIMILI. 

% 

TEOREMA 



FÌ2. 79, 


i 92. La retta parallela ad un lato di un triangolò divide gli altri 

due lati in parti proporzionali i.° fra di 
loro; 2.° cogli stessi due lati. 

Sia il triangolo ABC, in cui la retta DE 
sia parallela al lato AB; si avrà; 
i.® CD : DA :: CE : EB. 

Infatti, nel trapezio DEBA condotte le due 
diagonali DB, EA, si hanno i due triangoli DEA, EDB equiva- 
lenti, perchè hanno la stessa base DE, ed, essendo compresi fra 
le stesse rette parallele DE, AB, la medesima altezza (21); dun- 
que DEA = EDB (91). 

I due triangoli CED, DEA, avendo il vertice nel medesimo punto E 
e le loro basi CD, DA sulla medesima retta CA, hanno la medesi- 
ma altezza; devono adunque stare nella diretta delle loro basi (453), 


e si avrà: 

1. “ CED : DEA :: CD : DA. 

Similmente, i due triangoli CED, EDB hanno la medesima altezza, 
perchè hanno il vertice nel medesimo punto D, e le basi CE, EB 
sopra la medesima retta CB, dànno adunque la proporzione: 

CED : EDB :: CE : EB; ossia, perchè EDB = DEA: 

2. * CED : DEA :: CE : EB; confrontando' questa 2.*^ proporzione 
colla 4.® sopra ritrovata, avremo finalmente: CD : DA :: CE: EB. 

2.® Componendo la proporzione adesso ritrovata, si ha: 

( D + DA : CD :: CE -f EB : CE e 


CD + DA : DA :: CE + EB : EB; ma CD + DA = CA, e CE f EB z= CB, 


dunque 2.® CA : CD : : CB : CE, e 

CA : DA :: CB : EB. c.’ s. D. D. 

493. Corollario 4.® Reciprocamente: Se una retta divide due lati 
di un triangolo in parti proporzionali^ essa è parallela ' al terzo 
lato. 
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Se si ha: CD : DA :: : EB, la DE è parallela alla AB. 

Infatti, se DE non è parallela ad AB, sarà parallela ad AB un’al- 
tra qualunque DH, condotta dal punto D al lato CB; avremo allora 
per il teorema del numero superiore 

CD : DA :: CH : HB; 

ma si ha per ipotesi: 

CD:DA::CE:EB; 

dunque: 

CE : EB :: CH : HB; 

proporzione assurda, perchè CE > CH ed EB < HB; dunque la DH 
non può essere la parallela, sarà adunque parallela la DE. c. s. d. d. 

d94. Corollario 2.° Abbiasi nel triangolo ABC 
la retta BD, la quale divida l’angolo in B per 
metà; condotta dal punto A la parallela a' BD 
ad incontrare in E il lato BC prolungato , si avrà 
l’angolo AEB =: CBD, perchè corrispondenti; ma 
CBD = DBA per costruzione e DBA =: BAE, per- 
chè alterni interni; dunque AEB = BAE, dun- 
que AB = EB (115. l.°). Ma pel teorema adesso dimostrato si ha 
nel triangolo CEA; AD : DC :: EB : BC, dunque si avrà anche: 
AD:DC :: AB : BC; dunque: la relta^ che divide un angolo di un 
triangolo per mela, divide il lato opposto a queir angolo in parti 
proporzionali a' lati^ che formano lo stesso angolo, 

TEOREMA 

195. Se due triangoli Jianno gli angoli uguali^ hanno anche i 
lati intorno agli angoli uguali proporzionali,, e per conseguenza 
sono simili (75). 

Siano i due triangoli ABC, CEF, ne’ quali 
sieno gli angoli BAC ~ ECF; BCA EFC ;■ 
e ABC = CEF; si avrà anche: 

1. ^ AB •: CE :: AC : CF. 

2. ^ BC : EF :: AC : CF. 

3. ^ AB : CE : : BC : EF. 

Posto il triangolo CEF con un suo lato CF lungo il lato corrispon- 

dente AC del triangolo ABC, si^prolunghino gli altri due lati AB, FE 
fino al loro concorso in D. Essendo l’angolo BCA zz: EFC, suo 
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corrispondente, le due rette BC, EF saranno parallele, e cosi, es- 
sendo l’angolo BAC ~ ECF, suo corrispondente, saranno parallele 
anche le rette AB, CE (426), per cui il quadrilatero BDEC sarà un 
parallelogramma, nel quale si avrà BD CE e DE — BC. 

Nel triangolo ADF, essendo BC parallela a DF, e CE parallela 
ad AD, si avrà: 

4.“ AB : BD :: AC : CF; ossia 4.“ AB ; CE :: AC : CF; 

2.* DE : EF AC : CF; ossia 2.® BC ; EF :: AC : CF; e quindi; 

0 ." AB : CE : ; BC EF. c. s. D. d. 

496. Scolio. Si osservi che, siccome la terza eguaglianza d’ipo- 
tesi è una conseguenza delle due prime (435), così anche la terza 
proporzione di dimostrazione è una conseguenza delle due prime 
proporzioni; e infatti la dimostrazione si fa senza usare dell’ipo- 
tesi ABC — CEF. 

Dunque : se due triangoli hanno due angoli uguali, sono simili. 

497. Corollario 1.° Abbiansi i due triangoli ABC, DEF, o ABC, 

de f, nei quali i lati AB, AC, BC del 
primo siano rispettivamente paralleli 
ai lati ED, DF, EF -0 ed, df, cf del 
secondo, gli angoli K A, C saranno 
uguali agli angoli E, 1), F (429. 4."), 

0 e, d,f (429. 2.“), e per conseguenza 

1 triangoli ABC, DEF o ABC, def, sa- 

ranno simili; dunque: due triangoli quando hamio i lati rispetti- 
vamente paralleli sono simili. • * 

498. Corollario 2.® Abbiaci nel triangolo 
ABC la retta DE parallela alla AC, i due trian- 
goli ABCf DBE avranno l’angolo B comune, 
l’angolo' D~ A, l’angolo EmC, perchè cor- 
rispondenti; saranno per conseguenza simili. 
Quindi si conchiuda ; quando in un triangolo 
è condotta una retta parallela ad un lato, il 
piccolo triangolo, che si forma superiormente, 
è simile a tutto il triangolo. 




.A 

/ 




•Kig. 83. 
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199. Corollario 3 ° Nello stesso triangolo ABC dalla somiglianza 
dei due triangoli ABC, DBE si ha la proporzione: 

AC : DE :: AB ; DB; dunque: 

in un triangolo, presa a partire dal vertice una parte qualun- 
que di un lato, e condotta dalV estremità di essa una parallela alla 
base, questa ha con la parallela lo stesso rapporto, che l’intiero 
lato ha con quella parte. 

200. Corollario 4.“ Condotte nel triangolo ABC 
le rette DE, FG, IIL parallele alla BC, si ha: 

BD : EC : : AD : AE; ma AD : AE : : DF : EG; dunque: 

BD : EC :: DF : EG; e così ugualmente si dimostra: 

DF : EG : ; FH : GL : : H A : L.\ ; dunque : le rette pa- 
rallele ad un lato di un triangolo dividono gli altri Fig. si. 
due in parti proporzionali. 

201. Corollario 5.® Nel triangolo ABC condotta la DE parallela 
alla AC, e da B condotte le BF, BG, i trian- 
goli ABF, FBG, GBC sono rispettivamente 
simili a’ triangoli DBH, HBL, LBE e si avrà: 

AF : DII :: BF : BII; ma 
BF : BII :: FG : HL, dunque: 

AF : DII :: FG : IIL; e così si dimostra: 

FG : HL :: GC : LE: dunque: 
se in un triangolo si conducono delle rette 
parallele ad un lato, c se dall’angolo op- 
posto si conducono a quel lato delle rette, •''8- ^ 

queste dividono esso lato e le sue parallele in parti proporzionali. 

TEOREMA 

202. Due triangoli sono simili quando hanno un angolo uguale 
formato da lati rispettivamente proporzionali. 

Sia l’angolo B zi; E, e AB : ED :: BC : EF. 

Si sovrapponga il triangolo DEF al trian- 
golo ABC, ponendo £ in B e facendo che la 
ED prenda la direzione della BA; essendo l’an- 
golo E — B , anche la EF prenderà la di- 
rezione della BC (26); il punto D cadrà in 
un punto M della BA e il punto F in Ain pun- 
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lo N della BC; congiunto M con N, il triangolo MBN sarà = DBF, 
anzi , più, sarà il medesimo ti^angolo DBF trasportato sopra ABC, 
La proporzione d’ipotesi AB : ED : : BC : EF, sostituiti a ED e EF 
i loro uguali BM, BN, si cangia nell’ altra: AB : BM :: BC : BN; 
dalla quale si conchiude che MN è parallela ad AG (*193) e che 
per conseguenza il triangolo MBN, ossia DEF, è simile al trian-' 
golo ABC (198). 

203. Scolio. Si suppongano i due triangoli ABC, DEF rettan- 
goli e si supponga la proporzione: AB : DE :: BC : EF, formata dai 
lati intorno gli angoli acuti B, E. Presa BM =: ED e condotta la MN 
parallela alla AC, il triangolo MBN sarà simile al triangolo ABC, 
e si avrà: 

AB : BM :: BC : BN; ma si ha anche per ipotesi: 

AB ; DE : : BC : EF; e BM ~ DE, dunque anche BN ~ EF; dun- 
que il triangolo MBN DEF (122. 1.®), dunque anche* l’ango- 
lo E =r B; e per conseguenza il triangolo DEF simile ad ABC; 
dunque: due triangoli rettangoli sono simili se hanno proporzio- 
nali i lati intorno ad un angolo acuto. 

TEOREMA 


►Sia AB : DE 
* A. 



.A 


Fig. 87. 


204. Due triangoli se hanno i lati proporzionali hanno anche gli 
angoli uguali, e per conseguenza sono simili. 

BC : EF : : AC : DF, saranno anche gli angoli 
. 1.® B zz E; 2.® C = F; 3.® A = D. 

Infatti, si formi in E colla EF l’angolo FEG rz: ABC, 
ed in F, colla stessa EF, l’angolo EFG zz ACB; 
si avrà il triangolo EGF simile al triangolo ABC 
(196); e quindi: 

AB : EG : : BC : EF : : AC : FG ; ma si ha per ipotesi : 

AB : DE : : BC : EF :: AC : DF; dunque, essendo che tre termini delle 
due prime proporzioni sono uguali rispettivamente fra loro, si avrà: 
EG — DE ; e così per la stessa ragione dalle due seconde propor- 
zioni si avrà: FG zz DF; dunque il triangolo EGF è uguale al trian- 
golo EDF (101); dunque: 1.® l’angolo DEF FEG; ma FEG = ABC; 
dunque ABC = DEF. 

2.® l’angolo DFE zz EFG; ma EFG zz ACB; dunque ACB z: DFE; 
e quindi 3.® BAC zz EDF. c. s. d. d. 
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205. Scolio. I Iati proporzionali sono quelli, che si oppongono ad 

angoli uguali e viceversa: sono uguali gli angoli , che si oppon- 
gono ai lati proporzionali, o omologhi. , . . 

TEOREMA 

206. Se due triangoli hanno i lati rispettivamente perpendico- 
lari, hanno anche gli angoli uguali e per conseguenza sono simili. 


Siano i tre lati GH, HL, LG del 

A 

triangolo GHL rispettivamente per- 


pendicolari a’ tre lati BC, AC, AB del 

/ /Sa 

triangolo ABC; sarà anche y 

/ 

1.® l’angolo ACB — GHL; 

jEC 

2.® l’angolo ABC = HGL; 


3.® l’angolo BAC — GLH. 

Fig. 88. 


Infatti, la somma de’quattro angoli del quadrilatero DIIEC è uguale 
a 4R (137); ma i due angoli in D e in E gono retti per ipotesi, 
dunque: 

ECU ossia ACB + EHD 2R; ma anche i due adiacenti 

GHE ossia GHL f EHD ~ 2R (92); dunque: 

ACB’+ EHI) — GllL + EHD; e quindi, togliendo la 
quantità comune EHD, si avrà: 1.® ACB z:z GHL. 

Ragionando nel medesimo modo ne’due quadrilateri FGDB, AELF 
si dimostra: 2.® l’angolo ABC — HGL, e 3.® l’angolo BAC — GLH; 
dunque i due triangoli hanno gli angoli uguali e per conseguenza 
sono simili (195). c. s. d. d. 

2Ó7. Scolio. Osservisi che i lati, che si oppongono agli angoli 
uguali, ossia i Iati omologhi, sono i Iati rispettivamente perpendi- 
colari: GH omologo di BC, HL di AC e LG di AB. 

TEOREMA 


208. Se dall'angolo retto di un. triangolo rettangolo si abbassa 
una perpendicolare sopra la ipotenusa: 1.® il triangolo rettangolo 
resta diviso in due triangoli simili ad esso e fra di loro; 2.® ciascun 
cateto di esso triangolo rettangolo è medio, proporzionale tra l’i- 
potenusa e il suo segmento; 3.® la perpendicolare abbassata dal 
vertice dell'angolo retto sopra l' ipotenusa è media proporzionale fra 
i dite segmenti di questa. 
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Sia il triangolo ABD rettangolo in B; si 
abbassi da B la perpendicolare BC sopra la 
AD ; si avrà : 

d.® Il triangolo ABC simile al triangolo ABD; 
F'e- 89. perchè T angolo retto ACB = ABD ugual- 

mente retto, e Tangolo A comune. 

Così ugualmente i due triangoli rettangoli BDC, ABD, avendo ran- 
cio D comune, sono simili; e per conseguenza: 
avranno gli angoli uguali e saranno simili fra di loro anche i 
due triangoli ABC, BDC. 

2.° I due triangoli ABC, ABD simili danno la proporzione: 

AD : AB :: AB : AC; e i due triangoli simili BDC, ABD: 

AD : BD :: BD : CD. c. s. d. d. 
o.® I due triangoli ABC, BDC simili danno finalmente la: 

AC : BC :: BC : CD. 


ir 


209. Corollario. 1.® Dalle due proporzioni del n.° 2.° si ricava: 
1.*" AB® = AD - AC; 2“ BD® AD • CD; dunque: 

il quadrato di un cateto è equivalente al rettangolo dell* ipotenusa 
nel proprio segmento. 

Dalla proporzione del n.° 3.® si ricava: 

3.*^ BC^ =i AC - CD; dunque: 

il quadrato della perpendicolare abbassata dal vertice dell* angolo 
retto sopra 1* ipotenusa è equivalente al rettangolo dei due seg- 
menti di questa. 

210. Scolio. Si addizionino le due equazioni 1.“ e 2.®; e si ottiene: 
AB ® + BD® 1 = AD • AC + AD • CD = AD (AC + CD) z= AD • AD z= Al) ^ ; 
cioè: la somma dei quadrali costrutti sopra i due caldi del trian- 
golo rettangolo è equivalente al quadralo costrutto sopra Vipole- 
nusa (125). 

TEORÈMA 


211. Le aree di due triangoliy che hanno un angolo uguale, stanno 

nella composta dei lati, che formano l* an- 
golo uguale. 

Siano i due triangoli ABC, DCE, nei quali 
sia l’angolo ACB zz DCE. Si collochino i 
Fig. 90, (jue triangoli in modo, che gli angoli uguali 
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siano opposti al vertice, come vedesi nella figura, e si unisca B con I). 
I due triangoli ABC, BCl) hanno il vertice nel medesimo punto B, e 
le basi sopra la stessa linea retta AD , dunque hanno la medesima 
altezza; e così ugualmente i due triangoli BCD, DCE hanno il ver- 
tice nel medesimo punto D e le loro basi sopra la stessa retta BE, 
dunque hanno la medesima altezza; staranno adunque nella di- 
retta delle basi (153) e si avrà; 

ABC : BCD AC : CD; 

BCD : DCE ; : BC ; CE ; e facendo la proporzione composta : 

ABC • BCD ; BCD • DCE AC • BC : CD • CE; e dividendo il primo 
rapporto per BCD; ABC ; DCE ; : AC • BC ; CD • CE. c. s. d. d. 

TEOREMA 

t 

212. Le aree di due triangoli simili stanno come i quadrati dei 
loro lati omologhi. 

Siano i due triangoli ABC, DEE simi- 
li, e sia l’angolo B = EA=:D e C = F. 

Essendo l’angolo B — E, si avrà pel 
.teorema precedente; 

ABC ; DEE ;; AB • BC ; DE • EB’; ma per la somiglianza dei 

triangoli si ha anche ; 

AB ; DE ;; BC ; EE; dunque, facendo la proporzione composta; 

ABC • AB ; DEI*’ • DE ;; AB • BC^ ; DE • EE-i e dividendo gli 
antecedenti per AB ed i conseguenti per DE, si avTà finalmente; 
ABC ; DEE ;; BC* ; ÉB’*. c. s. d. d. 

TBÌOREMA 

215. l.® 7 poligoni simili sono divisi dalle diagonali omologhe 
in un egual numero di triangoli simili e similmente disposti; e re- 
ciprocamente: - * 

2.® Se due poligoni sono composti di un egual numero di trian- 
goli simili e similmente disposti, sono simili. 

1.® Conducansi dall’angolo A del poligono ABCDE le diago- 
nali AC, AD, e dall’angolo E, uguale ad A, dell’altro poligono si- 
mile EflHLM, le diagonali EH, E^i agli angoli corrispondenti, os- 
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sia le diagonali omologhe 
FH, FL; i triangoli ABC, 
ACB, ADE saranno simili 
a’ triangoli FGH,FHL,FLM. 

Infatti : essendo i due pò- 
ligoni simili (75), sarà l’an- 
golo B z= G e starà : 

AB : FG :: BC: GH; 


dunriue il triangolo ABC sarà simile a FGH 

L’angolo intiero BCD zz GHL, ma la parte BCA zz GFIF, per- 
chè angoli de’ due triangoli ABC, FGH, che abbiamo dimostrato 
simili, dunque anche l’altra parte ACD zz FHL. 

Ora dalla somiglianza de’poligoni si ha: 

BC : GH CD : HL, e dalla somiglianza de’ triangoli ABC, FGH si ha:» 
BC : GH : : AC : FH, dunque : 

CD : HL :: AC : FH; dunque anche i due triangoli ACD, FHL, 
avendo l’angolo ACD iz: FHL e i lati intorno a quest’angolo pro- 
porzionali, sono simili (202). Collo stesso ragionamento si possono 
dimostrare simili gli altri triangoli, che compongono i due poli- 
goni, per cui risulta vera la prima parte della proposizione annun- 
ciata in questo teorema. 

2.® Siano i triangoli ABC, ACD, ADE rispettivamente simili ai 
triangoli FGH, FHL, FLM, dico che il poligono ABCDE sarà simile 
al poligono FGHLM. 

Infatti, l’angolo B =z G, perchè angoli dei due triangoli ABC, FGH 
simili; gli angoli BCA, ACD sono uguali rispettivamente agli an- 
goli GHF, FHL , dunque anche BCA -f ACD zz GHF + FHL , ossia 
BCD zz GHL ; e nello stesso modo si dimostrano uguali tutti gli altri 
angoli dei due poligoni. 

Inoltre, AB : FG :: BC : GH, perchè Iati omologhi de’ triangoli si- 
miji ABC, FGH; dunque i Iati intorno i due angoli uguali B, G 
sono proporzionali. 

La somiglianza de’ triangoli ABC , FGH e degli altri due ACD, 
FHL dà le due proporzioni: 

BC:GH::AC:FH 

AC : FH CD : HL; dalle quali si ha la terza: 

BC : GH : ; CD : HL ; dunque anche i lati intorno i due angoli 
uguali BCD, GHL, sono proporzionali. ♦ 
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Nello stesso modo si dimostrano proporzionali i lati intorno gli 
altri angoli uguali. 

Dunque, i due poligoni avendo gli angoli uguali, e i lati omo- 
loghi proporzionali, sono simili, c. s. d. d. 

teorp:>ta 

244. i.® / perimetri di due poligoni simili stanno come i loro 
lati omologhi; 

2.” Le aree di due poligoni simili stanno come i quadrati dei 
loro lati omologhi. 

4.® Siano ancora i due poligoni ABCDE, FGHLM simili; si avrà: 
AB : FG : : BC : GH : CD : HL : : DE : LM :: EA : MF e quindi: 

AB + BC + CD + DE + EA : FG + GH + HL + L.M + MF : : EA : MF; ma 
AB + BC + CD + DE + EA è il perimetro del poligono ABCDE; 

FG + GH + HL + LM + MF è il perimetro del poligono FGHLM; 
EA è«un lato del primo poligono, e MF è il lato omologo di quello 
nel secondo, dunque è vero, ec. 

2.® Condotte le diagonali omologhe, si ottengono i triangoli ABC, 
ACD, ADE rispettivamente simili a* triangoli FGH, FHL, FLM e 
per conseguenza si hanno le proporzioni (242): 

ABC : FGH :: AB® ; FG* 

ACD ; FHL : : AC* : FU® : : AB® : FG®- 
ADE : FLM :: AÈ* : FM* AB* ; FG*; e quindi; 
ABC : FGH ; ; ACD ; FHL : ; ADE : FLM ; : AB * : FG *. e finalmente ; 
ABC + ACD + ADE : FGH -t- FHL -f FLM : : AB* : FG * ; ma 
ABC + ACD + ADE è l’area del poligono ABCDE; FGH + FHL + FLM 
è l’area del poligono FGHLM; AB® è il quadrato di un Iato del 

primo poligono, FG è il quadrato del lato omologo di quello nel 
secondo, dunque è vero, ec. 

245. Corollario. Dalla somiglianza degli stessi triangoli si hanno 
anche le proporzioni; AB : FG :: AC : FH :: AD : FL, ossia si trova 
che: i lati dei poligoni sono proporzionali colle loro diagonali; dun- 
que si può anche conchiudere: 

4,® i perimetri de’ poligoni simili stannd come le loro diagonali 
omologhe ; 

2.® le aree de* poligoni simili stanno come i quadrati delle loro 
diagonali omologhe. 
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PROBLEMI 

216. Sopra una retta data costrurre un triangolo simile ad un 

triangolo dato. ^ 

5 • X T triangolo dato 

f DEE e si voglia che il lato DE di questo sia 

^ l’omologo di AB. 

*^'g- In A colla AB si formi l’angolo BAYzzFDE; 

in B colla stessa AB si formi l’angolo ABX zz DEF, le due rette 
AY, BX concorrono in un punto C e formano il triangolo ACB, il 
quale, avendo gli angoli uguali a quelli del triangolo DEF, è ad 
esso simile (196).* 

217. II. Costrurre sopra una retta data un poligono simile ad 
un poligono dato. 

Sia AB la retta data e sia CI^EFGH 
il poligono dato, di cui il Iato CD si vo- 
glia corrispondente ad AB. 

Divisoti poligono dato in tanti triangoli, 

^ mediante le diagonali condotte dall’ango- 
lo C agli angoli opposti E, F, G, si forma 
in B colla AB l’angolo ABL uguale al- 
l’angolo CDE, ed in A colla stessa AB l’angolo BAL zz DCE; le 
due rette concorreranno nel punto L e formeranno il triangolo ABL 

simile a CDE (216); sopra AL nello stesso modo si costruisce il 

* 

triangolo ALM simile a CEF, e quindi sopra AM il triangolo AMN 
simile a CFG, e finalmente sopra AN il triangolo ANO simile a 
CGH; il poligono ABLMNO, che si ottiene, è simile al poligono 
proposto (213. 2.°). 

218. HI. Trovare una quarta proporzionale dopo tre rette date. 

Siano A,.B,- C le tre rette date; , 
formato un angolo qualunque 0, so- 
pra una delle sue gambe prendasi una 
parte OD — A; quindi, partendo da D, 
si prenda sulla medesima gamba un’al" 
Fi". 95 . tra parte DE zz B, e finalmente, par- 

tendo da 0 sopra l’altra gamba, si prenda una parte OF zz C. Unito 
D con F, dal punto E si conduca la EH parallela alla DP, la FH 
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sarà la quarta domandata. Infatti, essendo DF.p^allela a EH, si ha: 
OD : DE :: OF : FH (19^), ossia: A:B :: C : FH, 

219. Scolio. Supposto C = B, la FH, ottenuta nel medesimo 
modo, sarebbe la terza proporzionale in una proporzione continua 
dopo le due A, B, e si avr^ibbe: A : B :: B : FH. 

220. IV. Sopra una retta data costnirre un rettangolo equiva- 
lente: ad un rettangolo dato; 2.® ad un quadrato dato; 3.° ad 

un poligono' qualunque dato. 
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Fig. 96. « 

1 . ® Sia FG la retta data e ABDC il rettangolo dato. 

Trovata la quarta proporzionale dopo la retta data FG, la base 

CD e l’altezza AC del rettangolo dato, si costruisca con la FG e 
con quella quarta un rettangolo, che sarà il domandato. Infatti, in- 
dicando con MN la quarta proporzionale, si ha: 

FG : CD : : AC : MN e quindi FG • MN = CD - AC, ossia il ret- 
tangolo di base B"G e di altezza MN, equivalente al rettangolo ABDC. 

2. ° Sia ancora FG la retta data e ABCD il quadrato dato. Tro- 
vata la terza proporzionale, dopo la retta data FG e il lato CD del 
quadrato dato, si costruisca colla FG e cou essa terza un rettan- 
golo, il quale sarà il domandato. — Infatti, indicando con PQ la 
terza proporzionale, si ha: 

FG : CD :: CD : PQ, e quindi FG • PQ =: CD^ = ABCD. 

3. ® Trasformato il poligono qualunque in un rettangolo equiva- 
lente (187), si costruisce sopra la retta data un rettangolo a quello 
equivalente. 

221. V. Sopra una retta data e con un dato angolo coslrurre un 
parallelogramma equivalente ad wi rettangolo dato, 0 ad un qua- 
drato dato, 0 ad un poligono qualunque dato. 

Si costruisce sopra la retta data il rettangolo equivalente al ret- 
tangolo dato, 0 al quadrato dato, 0 al poligono dato; poscia sopra 
la stessa retta come base e coll’angolo dato si costruisce il paral- 
lelogramma equivalente a quel rettangolo prima costrutto (143). 
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Fig. 97. 


222. VI. Dividere ane retta data nella stessa proporzione la 
enl è divisa un altra retta data. 

Sia la retta data AB, e l’altra AP 
divisa nelle parti AM, MN, NO, OP; 
unite le due rette AB, AP ad angolo 
qualunque, si congiunga P con B, e po- 
scia da’ punti M, N, 0, si conducano 
tante parallele alla PB, queste divide- 
ranno la AB nelle parti AC, CD, DE, EB, le quali saranno propor- 
zionali alle parti AM, MN, NO, OP, siccome si domandava (200). 

225. VII. Dividere geometricamente una retta data In un dato 
numero di parti uguali. 

Sia la retta data AB e si voglia, per 
esempio, dividerla in tre parti ugu^Ji. 

Formato in A colla AB un angolo qua- 
lunque BAX, sopra la AX indefinita pren- 
dansi, partendo da A, tre parti AD, DE, EF 
uguali; si congiunga F con B e da’ pun- 
ti D, E si conducano le due rette DII, EL, 
parallele alla FB, queste divideranno la AB in tre parti, AH, HL, LB, 
le quali saranno uguali fra loro, perchè proporzionali alle tre AD, 
DE, EF, uguali fra loro per costruzione (200). 

224. Vili. Costrurre una figura simile a due figure date ed uguale 
alla loro somma, o alla loro differenza. 

Indichiamo con P, p le aree delle due figure 
simili e siano A, B due loro lati corrispon- 
denti. Formato un angolo 0 retto, sopra una 
gamba di esso prendasi una parte OC B, e so- 
pra l’altra gamba prendasi una parte OD ~ A ; 
congiungasi C con D; sopra CD, costrutta una 
figura Oj simile alle due e col lato CD omologo 
di A e B (217), dico che essa sarà uguale alla somma dei due po- 
ligoni P, p. Infatti, essendo le tre figure simili, si avrà: 



.X 



0:P:p:;CD‘ 






CU^ = CO^ 


(214. 2.°); ma 
2 


+ 00^ (125), ossia; CD^ = A* + B® 


dunque' anche Q zz P + p. 

Per costrurre una figura simile alle due date ed uguale alla loro 
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differenza, si déve costrurla sopra il cateto del triangolo rettan- 
golo, di cui la ipotenusa è il lato della figura maggiore , e l’altro 
cateto il lato omologo della figura minore (188. 2.°). 

225. Scolio. Le due prime osservazioni fatte al numero 189 
sono applicabili interamente anche a questo problema. 

226. Scolio. Il problema n.® II insegna il metodo che deve tenersi 
per : levare un piano o una mappa; ossia per portare sopra il piano 
di una carta in piccole dimensioni la estensione di un terreno qua- 
lunque. È facile infatti di conoscere, che la soluzione di questo pro- 
blema deve essenzialmente consistere nelle due operazioni di- 
stinte: l.° dividere il terreno in triangoli; 2.° formare sulla carta 
un egual numero di triangoli simili e similmente disposti a quelli 
ne’ quali fu diviso il terreno. 

La prima operazione si eseguisce facilmente mediante l’applica- 
zione di alcune regole pratiche e con alcuni stromenti proprii del- 
l’agrimensore; compiuta questa, 1’ altra operazione può evidente- 
mente essere eseguita secondo i principii del problema n.® 11 nel 
modo seguente: 

Determinato il rapporto, che i lati della mappa devono avere con 
quelli del terreno dato, si conduce sulla carta una retta, che abbia 
quel dato rapporto con un determinato lato del terreno; sopra di 
quella retta, formando gli angoli uguali a quelli del triangolo, di cui 
fa parte il lato determinato, si costruisce un primo triangolo si- 
mile a quello stesso; indi si continua a costrurre gli altri nel modo, 
che abbiamo insegnato in quel problema; la figura, che risulterà, sarà 
simile a quella del terreno, e per conseguenza tutti i lati di quella 
avranno co’ lati di questa lo stesso rapporto, cioè quello stesso, che 
la prima retta condotta sul piano della carta ha col lato del ter- 
reno, preso come base dell’ operazione; mentre le aree delle due 
figure avranno il rapporto de’ quadrati di quei due lati (214. 2). 

227. Scala geomeirira. La prima retta, la quale deve avere col . 
lato, base dell’ operazione , il rapporto determinato , si trova me- 
diante la scala geometrica; la quale non è altra cosa che; una li- 
nea divisa in parti aventi un dato rapporto con una data misura. 

Data la misura e dato il rapporto, che vuoisi che abbia la scala, 
vedesi facilmente che questa si potrà costrurre usando del pro- 
blema n.® VI ; prendendo cioè una retta, che abbia il rapporto do- 

« 
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mandato colla misura, e dividendola nella stessa proporzione, in cui 
è divisa la misura. 

Le scale così formate, le quali ordinariamente vedonsi a’ piedi 

» 

dei disegni, delle carte geografiche, delle mappe, ec., si chiamano 
scale comuni^ per distinguerle dalle altre, le quali chiamansi Irasver- 
sali^ 0 anche t iconiche. 

228. Scala trasversale o //co?i/c«. Condotta la AF e riportate sopra 





t' 


Fig. tOO. 

di essa quante unità di misura AB, BC, ec., occorrono, s’innalza al- 

I 

l’estremità F la perpend. FQ e prendonsi sopra di essa 40 parti 
uguali qualunque; indi, compiuto il rettangolo AFQX, si tirano le 
parallele indicate co’ numeri romani, e divisa parimenti una delle 
• unità, per esempio, EF, in 40 parti uguali, si conducono le parallele 
e le trasversali, come si è fatto nella figura. Vedesi* facilmente 
come i segmenti delle rette parallele alla EF intercetti dalla diago- 
nale E4, e dalla EP, avendo colla base P4,lo stesso rapporto, che 
le parti della EP ad essi corrispondenti, hanno colla stessa EP (499), 

sono — , — ^ , , ec., ec., della base, e per conseguenza so- 
lo io io J r o 

1 2 3 

no , , , ec. dell’unità EF. 

100 ’ 100, 100 

Con questa costruzione adunque si hanno le unità della misu- 
ra, 4, 2, 5 nelle verticali OD, NC, MB, ec.; si hanno 4, 2, 3, ec., 
decimi dell’unità sulle trasversali 4, 2; 2, 3; 3, 4; ec.; e finalmente 
si hanno li 4, 2, 3... centesimi dell’unità sulle parallele I, I; II, II; 
III, III; ec. 

Vogliasi, per esempio, avere una lunghezza 2, 76. Si metta una 
punta del compasso sul punto d’incontro della NC (linea delle 2 unità) 
colla linea VI, VI (linea dei 6 centesimi), e l’altra punta sul punto 
d’incontro della stessa VI, VI colla trasversale 7, 8 (linea dei 7 de- 
cimi ). 


•I 
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Viceversa se, volendo misurare la lunghezza corrispondente ad 
una data apertura di compasso, portato questo sulla scala, si trova 
che una sua punta, cade nel punto d’incontro della MB colla li- 
nea Vili, Vili, e l’altra va a cadere nel punto d’ incontro di essa 
linea Vili, Vili colla trasversale 2, 3, si deve conchiudere, che 
la lunghezza ricercata è di 3, 28. 

Noi abbiamo portato un esempio di una scala ticonica divisa in 
parli decimali; ma non si avrà difficoltà a conoscere, che essa si 
può dividere in qualsivoglia rapporto dilTerente dal decimale. 


tieomflria, ec. 
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DEL CIRCOLO E DELLA SUA MISURA. 
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229. Una retta non 


Fig. 101. 


può tagliare una circonferenza che in soli 
dm punti.. 

Infatti, suppongasi H un terzo punto della 
circonferenza tagliato dalla AB, oltre i due 
D, E; congiunto C co’ punti D, E, H , si 
avrebbero le tre rette CD, CE, CH uguali, 
condotte dal punto C sopra la AB; ma que- 
sto è impossibile (il9), dunque, ec. 
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230. Nel medesimo circolo^ o in due circoli eguali, archi uguali 

sono sottesi da corde eguali e 2.° reciprocamen- 
te, corde uguali sottendono archi uguali. 

d.® Se infatti i due archi DE, BA sono uguali, 
si potranno sovrapporre, in modo che le due 
estremità dell* uno cadano sopra le due estremità 
dell’altro , e per conseguenza anche le due corde 
Fig. 102. coincideranno e saranno uguali. 

2.® Se le corde AB, DE sono uguali, saranno uguali anche i 
due triangoli ABC, CDE (401), e se sovrapposti uno all’altro i due 
settori non coincidessero , ne seguirebbe che i punti di un arco 
sarebbero più distanti dal centro dei punti deU’altro arco, ne se- 
guirebbe cioè che i raggi del circolo o dei due circoli non sareb- 
bero uguali. 

231. Corollario. Il diametro divide la circonferenza ed il cir- 
colo in due parti uguali. 
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232. Nel medesimo circolò, o in due circoli uguali 1.® gli angoli 
al centro uguali insistono sopra archi uguali; e 2.® reciprocamen- 
te: gli angoli al centro sono uguali, se gli archi sopra i quali insi- 
stono sono uguali. 

1. ® Se l’ang. DCE — ACB, sarà anche l’arco DE =: AB. Infatti, 
condotte le due corde DE, AB, si hanno i due triangoli DCE, ACB 
uguali (97); dunque anche il lato DE — AB; ma corde uguali 
sottendono archi uguali, dunque: arco DE — AB. 

2. ® Se l’arco DE — AB, sarà anche l’angolo DCE — ACB. 

Infatti, condotte le due corde DE, AB, queste sono uguali (250. 1.®), 

e per conseguenza sono uguali anche i due triangoli DCE , ACB , 
e quindi l’ angolo DCE = ACB. 

235. COROLL-ARIO. Si dimostrano ugualmente le due proposizioni : 

Ih un medesimo circolo o in due circoli uguali \ .® i settori sono 
uguali, se hanno gli angoli al centro, o i loro archi uguali; 2.® re- 
ciprocamente: se due settori di un medesimo circolo o di circoli 
uguali sono uguali, i loro archi e i loro angoli sono uguali, 

TEOREMA 

234. Nell’ istesso circolo, o in due circoli uguali, gli angoli al centro 
stanno come gli archi sopra i quali insistono. 

ABC : CBE :: AC : CE. 

Siano in 1.® luogo i due archi AC, CE 
commensurabili , e sia la misura comune , 
contenuta 6 volte nell’arco AC e 9 ubU’ arco 
CE. Uniti i punti di divisione dei due archi 
col centro , 1’ angolo ABC viene diviso in 6 
angoli uguali , e l’ atigolo CBE viene diviso 
in 9 angoli uguali fra loro e agli angoli del- 
l’angolo ABC. Si avrà adunque : • 

AC : CE ::6: 9; e ABC:CBE :: 6:9; 
e quindi ABC : CBE : : AC : CE. 

Nel caso degli archi commensurabili si dimostra la stessa pro- 
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porzione con una costruzione ed un ragionamento alTatto simili a 
((uelli usati per li parallelogrammi (149). 

235. Scolio. La circonferenza di un cii’colo (jualunque si divide iu 
560 parti uguali, che si chiamano gradi (360”) ; ciascun grado si 
divide in 60 parti uguali, che si chiamano minuti primi^ o sempli- 
cemente minuti (60'ì; ciascun minuto primo si divide in 60 parli 
uguali, che si chiamano minuti aecondi^ o semplicemente secon- 
di (60") ec. 

Il grado adunque non è che una grandezza relativa dell’ intiera 
circonferenza, non è cioè che la trecentosessantesiina parte di essa. 
11 numero de’ gradi di un arco si chiama la ampiezza di quell’arco; 
e la grandezza assoluta dell’arco si cliiama la sua lunghezza. 


TEOREMA 


236. 4.” La retta che unisce il centro col punto di mezzo della 

corda, prolungata, divide anche l’arco sot- 
teso da quella corda per metà ed è perpen- 
dicolare alla corda. 2.” La perpendicolare 
'''•X: abbassala dal centro divide la corda e l’arco 
lE per 7nelà. 3.” La perpendicolare ùmalzala 
dal niezzo della corda deve passare per il 
centro. 

Fig. 104 . Sia AB la corda e C il centro; unito C 

cqn A e B, il triangolo ACB è isoscele, la corda AB è la base 
di es.so e il centro C il vertice ; le proposizioni pertanto annunciate 
nel Teorema si troveranno dimostrate nel n.” 142. 2.”, 3.”, 4.”. 

257. Corollario. 4.” La dimostrazione fatta è indipendente 
dalla grandezza della corda AH; essa adunque è vera anche per 
la corda infinitesima, che la tangente comprende sulla circonferenza 
col suo punto di contatto: avremo adunque onclie le seguenti pro- 
posizioni: 

4.” La retta che ì^iisce il centro col punto di contatto della 
tangente è perpendicolare alla tangente. 2.” La perpendicolare 
abbassala dal centro alla tangente ' deve andare al punto di con- 
tatto. 3.® La perpendicolare innalzata dcd punto di contatto di 
una tangente det^e passare per il centro. 
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238. Corollario La perpendicolare condotta alV est rcmilà 
del raijijio è tangente del circolo. Se LÌI perpendicolare al rag- 
gio CL non è tangente, sarà tangente un’altra qualunque LX con- 
dotta dal punto L. In tale ipotesi dovrebbe la CL essere perpendi- 
colare a LX (257. i.°); ma ciò non può essere (119); dunque, ec. 

259. Corollario 3.° Dal punto 0 metà 

della AB, corda comune a due circoli, innalzata 

una perpendicolare , questa deve passare per 

li due centri C e D (237. 5.®); ma per due 

punti non si può condurre che una sola ret- 
* « 

ta; dunque: la retta ^ che unisce i centri di 
due circoli che si tagliano^ è perpendicolare 
alla loro corda comune, e la divide per metà. 

240. Si possono dimostrare nello stesso modo anche le seguenti 
proposizioni ; 

1. ^ La retta, che unisce i centri di due 
circoli che si toccano, è perpendicolare alla 
loro tangente comnm e passa pel loro 
punto di contatto. 

2. “ La perpendicolare innalzata dal 
punto di contatto di una tangente, prolun- 
gata, va al punto di contatto di un altra 
tangente parallela alla prima. 

3. *^ La retta, che unisce i punti di contatto di due tangenti pa- 
rallele, passa pel centro ed è un diametro. 

4. ® Se uìiendo i due punti di contatto di due tangenti mediante 
una retta, questa passa pel centro , le due tangenti devono essere 
parallele. 

TEOREMA. 






241. Le rette parallele comprendono nella circonferenza archi 
uguali. 

Siano le due secanti parallele AF, HM. 

Dal centro C abbassata la CD perpendico- 
lare alla secante AF, prolungata, sarà an- 
che perpendicolare alla sua parallela BM, 
per cui e le due corde EE, HM e i due 
archi BFE , HFM saranno divisi per metà ; 
avrassi adunque : BF’ z= FE e HF = FM e quindi 

BF •— HF = FE — FM ossia BH — EM. 




: 



r 

— t4— 

"TIV 



Fig. 107 . 
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242. Scolio. 'La dimostrazione è la stessa nel caso che le due 
parallele sieno due tangenti, o una secante ed una tangente. 

TEOREMA 


245. Nel medesimo circolo o in circoli uguali i P le corde uguali 

sono ugualmente distanti dal centro e re- 
ciprocamente; 2.° di due corde è maggior 
quella^ che è meno distante dal centro. 

Supposte uguali le distanze delle due cor- 
de AG e EG dal centro (distanze misurate 
dalle perpendicolari DB, DE [1-19]), si avran- 
no i due triangoli rettangoli BCD, EDF ugua- 
li , perchè le ipotenuse DC e DE sono uguali 
e cosi i due cateti DB, DF (^22, 1.®); dunque sarà anche BC EF; 
AC EG 

ma BC zz — — e EF zz -—(256.2.®), dunque sarà anche ACzzEG. 

M là I 



Si dimostra egualmente dagli stessi due triangoli la proposizione 
inversa. Se infatti AC zz GE, sarà anche BC FE, e quindi i, ^ 
due triangoli rettangoli BCD, DFE saranno uguali, dunque DBziDF; 
ma queste due rette misurano le distanze dal centro delle due 
corde uguali AC, GE, dunque, ec. 

2.® Ne* due triangoli DHM, DON, essendo i due Iati DH, DM 
uguali ai due DO, DN, ed essendo Tangolo HDM > ODN, sarà an- 
che il terzo Iato HM > ON (99). Non deve essere difficile di ve- 
dei’e, che, ammesso che le due corde siano disugualmente distanti 
dal centro, potranno sempre essere disposte conje vedesi nella fi- 
gura; e quindi di conchiudere che la dimostrazione è generale. 

244. Corollario. Dunque : la corda massima di un circolo è il 
diametro. 


TEOREMA 

245. Di due archi sottesi da corde uguali è maggiore quello.^ che 
appartiene ad un circolo di raggio minore. 

Siano le due corde AB,' FG uguali ne* due circoli concentrici di 
raggi CE, CO, e ad entrambe sia perpendicolare il raggio CO; avremo 
AB parallela a FG (420), AM zz FN (236. 2.®) e quindi AFNM 


I 
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sarà un parallelogramma (139. 3.®). Ora CA + AF > CF; ma 

CF = CO = CE + EO = CA + EO; 
dunque : 

CA + AF > CA + EO e quindi; 

AF > EO, ma AF — MN, dunque 
MN > EO; e quindi 
MN — EN > EO— EN, ossia ME > NO. 

Trasportato il segmento AEB sopra il 
segmento FOG, in modo che AB coin- 
cida con FG, M cadrà in N, e poiché 
la saetta ME > NO, il punto E cadrà 
al di là di 0; dunque l’arco AB com- 
prende l’arco FG, dunque AB > FG (82. 4.®). c. s. D. d. 



PROBLEMI 


DELLA MISURA DEGLI ANGOLI. 


246. I. Trovare In mlsnra dell’ angolo al eenfro. 

L'angolo al centro ha per misura l’arco sopra il quale insiste. 

È questa una conseguenza del teorema dimostrato al n.® 234; 
se infatti gli angoli al centro crescono o decrescono nello stesso 
rapporto, nel quale crescono o decrescono i loro archi, è evidente 
che 1’ ampiezza di questi deve servir di misura alla grandezza di 
quelli, e reciprocamente. 

247. S’ intenderà adesso ciò che significano l’espressioni : un an- 
golo di 45®, un angolo di 68®, ec.; significano un angolo , il quale 
comprende colle sue gambe un arco di 45®, un arco di 58® della 
circonferenza, nel centro della quale ha il suo vertice. 

E da ciò si conoscerà ancora la diflerenza, 
che passa tra X ampiezza e la lunghezza d’un 
arco ; archi di uguale ampiezza possono avere 
lunghezze assai diflerenti e reciprocamente: 
cosi, per es., gli archi BC, DE, FG, HL, tutto- 
ché assai differenti nella loro lunghezza, hanno 
le ampiezze uguali; ciascuno infatti di essi è 
la misura dello stesso angolo in A (i9). 

E evidente però, che questa osservazione si riferisce solamente 
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ad archi di circoli differenti ; perchè dai teoremi dimostrati risulta 
anzi che nel medesimo circolo^ o in circoli uguali^ le ampiezze de- 
gli archi^ o le grandezze degli angoli misurati da quelli, sono pro- 
porzionali alle lunghezze degli archi stessi. 

248. II. Trovare la misura d'un angolo qualunque, o di un areo. 

Fatto centro nel vertice del- 


9o“B 



■ l’angolo con raggio qualunque, 
si descrive un arco di cerchio, 
che tagli le due gambe dell’an- 
golo; misurata l’ampiezza del- 
l’arco compreso fra quelle due 
gambe, essa darà la misura del- 
Fig. ili. l’angolo. 

Nella pratica, il metodo da tenersi, per avere la misura di un angolo, 
0 di un arco qualunque, è il seguente. Preso lo strumento rappresen- 
tato dalla figura, il quale è un semicircolo ABC diviso esattissiraa- 
mente nella sua semicirconferenza in gradi, minuti ec., si sovrap- 
pone l’angolo 0 l’arco al detto semicircolo , in modo che il ver- 
tice dell’ angolo dato, o il centro del circolo, di cui l’arco dato fa 
parte , si trovi sopra il suo centro D ; si osserva il numero dei 
gradi che l’angolo colle sue due gambe, o l’arco co’suoi due raggi, 
comprende nella semicirconferenza ABC, quel numero dà la misura 
domandata dell’angolo o dell’arco. 

249. Scolio. Condotti in un circolo due diametri ad angolo retto, 
ciascuno de’ quattro angoli retti al centro comprende colle sue 
gambe la quarta parte della circonferenza , cioè 90°; dunque : Van- 
galo retto è di 90°, Vangalo acuto è minore di 90°, e V angolo 
ottuso è maggiore di 90°. 

250. III. Trovare la misura dell’angolo Iserlllo. 

1/ angolo iscritto ha per misura metà delV arco compreso dalle 

sue gambe. 

Possono darsi tre casi, secondo che il centro 
del circolo si trova o 4 .° sopra una delle gambe 
dell’angolo, come nell’angolo ABD; o 2° fra le 
due gambe dell’angolo, come nell’angolo ABE; o 
3.° finalmente fuori dell’ angolo , come nell’ an- 
golo EBF. 

Nel primo caso , unito il punto A con C , si ha il triangolo 
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isoscele ACB, nel quale l’ angolo esterno ACD 2 ABD (132); e 
ACD 

quindi; ABD =: — - — -, ma ACD ha per misura l’arco AD (246), dun- 

AI) 

que ABD avrà per misura — — . 

Nel secondo caso, condotta la BD, che passa per il centro, si 
ha l’angolo ABD misurato, per la dimostrazione fatta adesso, dalla 
metà dell’arco AD, e così l’angolo DBE misurato dalla metà del- 
l’arco DE; dunque l’angolo ABE, uguale alla somma di que’ due 
angoli, avrà per misura la somma delle due misure, cioè - 
AD DE _ AE 
2 ^ ~ 2 ~ ~ 2 ~' 

Nel terzo caso finalmente, condotta ancora la BD, che passa pel 

DE 

centro, si avrà l’angolo DBF misurato da e l’angolo DBE mi- 
DE 

surato da — ; dunque l’angolo EBF, differenza di que’ due angoli , 

* u 


sarà misurato dalla differenza delle due misure, cioè da 


DF 

"T 


DE EF 

-— ZH — C. S. D. D. 
2 2 


251. Corollario Duuque l’angolo inscritto che, insiste sulla 

1 80 '^ 

semicirconferenza, ha per misura - — zz 90“, ed è retto (249). 

ìb 


252. Corollario 2.“ 4. Gli angoli inscritti, che insistono sopra lo 
stesso arco, o sopra archi uguali di uno stesso cerchio, o di circoli 
uguali, sono uguali. 

■ 2. Gli angoli inscritti nello stesso circolo, o in circoli uguali , 
stanno come gli archi sopra i quali insistono. 

3. Gli angoli iscritti nel medesimo circolo, formati da corde ugua- 
li, sono uguali. 

253. IV. Trovare la misura d’un angolo compreso fra una 
langenCe ed una corda. 

L’angolo col vertice alla circonferenza, e 
formalo da una corda e da una tangente, 
ha per misura metà dell’arco sotteso dalla 
corda. 

Sia l’angolo ABD formato dalla tangente 
AB e dalla corda BD. Condotta dal punto D 
la DE parallela alla tangente , si ottiene 
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BE 

l’angolo BDE zz ABD (126); ma BDE ha per misura —, perchè 

BE 

inscritto, dunque anche ABD avrà per misura-—; ma BE zz BD 

BD 

(24^), dunque la misura di ABD sarà — c. s. d. d. 

254. V. Misura deirangolo col venire Ira il centro e la periferia. 

U angolo che ha il vertice tra il centro e la 
periferia ha per misura metà delV arco com- 
preso dalle sue gambe, piu metà delV arco 
compreso dal prolungamento delle stesse gam- 
be: Sia l’angolo ABD. Prolungate le sue due 
gambe in F ed in E, e condotta da F la FG, 
parallela alla ED, si ha: angolo ABDiziAFG, 
perchè corrispondenti; ma AFG ha per mi- 



AG 

sura = 

2 


AD , DG 

T 


per misura 


2 

AD 


+ 


2 

EF 


AD , EF 

T 


2 2 
C. S. D. D. 


Fig. H4. 
dunque anche ABD avrà 


2 2 

255. VI. Misura d’un angolo compreso fra due seganti diesi 
tagliano fuori del circolo. 

L* angolo, che ha il vertice fuori del 
circolo, ed è formato da due secanti, ha 
per misura metà delV arco coricavo, meno 
metà delV arco convesso, compresi dalle sue 
gambe. 

Sia l’angolo ABD. Condotta la FH paral- 
lela alla AB, si ha l’angolo ABD zz HFD, 
perchè corrispondenti; ma HFD è misurato da 

ah _ AD 

2 ^ — 2 “T" 



Fìg. 115. 


EF 


2 


jU 


AD 


dunque anche l’angolo ABD è misurato da 


EF 


C. S. D. D. 

256. Scolto. Si dimostra nello stesso modo, che l’angolo formato 
da una secante e da una tangente, o da due tangenti, ha per mi • 
sura metà dell’arco concavo meno metà dell’arco convesso, che le 
sue gambe comprendono nella circonferenza. 
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257. Corollario. Dunque gli angoli circoscritti sono. uguali, se 
gli archi compresi tra i punti di contatto delle tangenti, che li for- 

■ mano, sono uguali. 

258. VII. misura di un angolo formato da nna corda e da una 
secante. 

U angolo col vertice alla circonferenza y 
e formato da nna corda e da una secante, 
ha per misura metà dell* arco sotteso dalla 
corda, piu metà dell* arco sotteso dal pro- 
lungamento della secante. 

Sia l’angolo ABD. Unito D con E, si ha 
]’ angolo ABD, esterno del triangolo DBE, 
e perciò uguale a BED -+ BDE (131); 



ma BED è misurato da 


BD 


BE 


, e BDE è misurato da dunque 

A M 


l’angolo ABD sarà misurato da -4- — 


c. s. D. D. 


TEOREMA 


259. Due corde, che si tagliano dentro il circolo, si tagliaìio in 
parti inversamente proporzionali. 

Siano le due corde AB, CD; avremo: 

AE : CE : : ED : EB. 

Infatti, uniti i punti A, C co’ punti D, B, 
risultano i due triangoli CEB , AED simi- 
li, perchè hanno gli angoli C, e A ugua- 
li , perchè sono inscritti e insistono sopra 
il medesimo arco Bl) (252. l.°), e cosi pure 
uguali i due angoli inscritti B e D, che in- 
sistono sopra il medesimo arco CA. Dunque avremo la proporzione; 



AE : CE : : ED : EB. c. s. d. d. 

260. Corollario 1.° Se una delle corde AB 
è diametro e l’altra DC è perpendicolare ad esso 
diametro, si ha ugualmente: 

AE : ED : : EC : EB; ma EC ED (236. 
dunque : 

/ 

AE : ED : : ED : EB, e quindi ED* :zz 



Fig. 118 . 

AE X EB. 
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La DE, perpendicolare al diametro, dicesi ordinata^ e le due par- 
ti AE, EB, in cui essa divide il diametro, diconsi le due sue ascisse : 
quindi dalla proporzione e dall’ equazione superiori si conchiude : 

I. ® V ordinala al diaìnelro è media proporzionale fra le sue due 
ascisse, ossia il quadrato delt ordinala al diametro è equivalente 
al rettangolo delle sue due ascisse. 

26i. Corollario 2.® Uniti 11 punto I) con A e con B, si ha il 
triangolo ADB rettangolo in U (251), e la perpendicolare DE ab- 
bassata dall’angolo retto sopra la ipotenusa AB. Dunque avremo 
le proporzioni (208): 

AB : AD :: AD : AE; AD^ =: AB X AE; 

AB : DB DB : BE; DB- = AB X BE; 

dunque 2.® una corda di un cerchio è media proporzionale fra il 
diametro e ^ascissa corrispondente; ossia il quadrato di una corda 
è equivalente al rettangolo del diametro nelV ascissa corrispondente. 

.262. Scolio. Si osservi che le due proposizioni dimostrate per 
la ordinata e la corda di un circolo ne’ due corollari superiori , 
corrispondono a quelle, che abbiamo dimostrate nel teorema del 

II. ® 208 per la perpendicolare e il cateto del triangolo rettangolo. 

TEOREMA 


263. Le secanti, che partono da un medesimo punto fuori del cir- 
colo, stanno neW inversa delle loro parli esterne 
al circolo. 

Siano le due secanti CA, CE, si avrà: 

CA : CE : : CD : CB. 

Infatti, unito B con E e D con A, i due trian- 
goli CDA, CBE sono simili (196), perchè hanno 
l’angolo C comune e l’angolo A = E, perchè am- 
bedue sono inscritti e insistono sul medesimo ar- 
co BD (252. i.®). Dunque avremo la proporzione: 
CA : CE : : CD : CB. c. s. d. d. 
i64. Corollario. Si avrà adunque anche: CAXCB— CEx CD, 
ialla quale si conchiude: i rettangoli fatti colle secanti di un cir* 
colo, e le loro parli esterne, soìio equivalenti per tutte le secanti, 
che partono da un medesimo punto preso fuori di quel circolo. 
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TEOREMA 

‘265. La tmujenle condoUa da un punio preso fuori ad un cir- 
colo, è inedia proporzionale Ira la intiera secante condotta al cir- 
colo dal medesimo punto, e la parie esterna di ^ ' 

questa. 

Sia AD la tangente e AE la secante, condotte 
al circolo dallo stesso imnto A, si avrà; 

AE : AD : : AD : AB. 

Infatti, unito il punto D con B e con F], i 
due triangoli ADB, ADE sono simili (196) -, per- 
chè hanno l’angolo A comune, e l’angolo ADB, 
formato dalla tangente AD e dalla corda DB, Fig. lao. 

e quindi misurato dalla metà dell’arco DB (253), uguale all’angolo 
inscritto DEB, misurato pure dalla metà dell’arco DB (230) ; dun- 
que avremo la proporzione: AE : .AD :: .AD ; .AB. c. s. d. d. 

266. Corollario. Dalla proporzione supcriore si ha. 

AD* =: AE X AB 

dunque : il quadralo della tangente condotta da un punto preso fuori 
ad un circolo, è equivalente al rettangolo formato con tutta la se- 
cante condotta a quel circolo dal medesimo punto e colla parte 
esterna di questa. 

PROBLEMI 

267. I. Dato un circolo ritrovare il suo centro. 



Condotte due corde AB, CD qualunque, pur- 
ché non parallele, e da’ loro punti di mezzo F 
e G innalzate le due perpendicolari FX, G Y , il 
centro si troverà nel punto 0, in cui le due 
perpendicolari concorrono; perchè dovendosi tro- 
vare sulla perpendicolare FX (236. 3.“) e sulla 
perpendicolare GY, non potrà trovarsi, che nel 
solo punto ad esse comune, cioè nel punto 0. 

268. II. Dividere un arco di cerchio in due 
jiarti uguali. 

Sia r arco FB ; condotta la corda FB e abbas- 
sata dal centro 0 la perpendicolare 00, questa 
prolungata dovrà dividere anche l’arco per me- 
tà (236. 2."), e si avrà FP PB. 
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269. in. Innalzare nna perpendicolare all’ eslremllà di una 
retta data. 

5 Sia la retta data AB e B Testremità, da 

cui devesi innalzare la perpendicolare ; fatto 
centro in un punto qualunque 0 preso fuori 
della AB, con raggio uguale alla distanza di 
esso punto a B, si descriva un circolo; la 
circonferenza di questo passerà per B e ta- 
glierà la retta AB in un altro punto qualun- 
que D; condotto per questo punto D il diametro DC ed unito B 
con C, la BC sarà la perpendicolare domandata. Infatti I’ angolo 
DBG è un angolo retto, perchè DC è un diametro (251); dunque BC 
è perpendicolare ad AB. 

270. IV. Da un punto dato condurre una tangente alla cir- 
conferenza di nn circolo dato. 



Fi!?. 123. 


Il punto dato può essere o 
sopra la circonferenza, o fuori 
del circolo. 

1 Per condurre dal punto, 
per es.. A, una tangente, si con- 
giunge il dato punto A col cen- 
tro C mediante il raggio AC e 
poscia s’innalza dal punto A, perpendicolare ad AC, la AM, che sarà 
la tangente. Infatti, essendo AM perpendicolare all’ estremità del 
raggio AC, deve essere tangente al circolo (238). 

2.° Sia il punto A fuori del circolo; si unisca il punto A col centro 
C, e, fatto centro sul punto di mezzo di ‘AC, con raggio uguale 
alla metà della stessa AC, si descriva un altro circolo; di questo 
circolo AC sarà evidentemente un diametro; si unisca il punto A 
con uno de’ due punti B o D, ne’ quali si tagliano i due circoli; 
la AB, e la AD saranno tangenti al circolo. Infatti, congiunto C 
con B, l’angolo ABC è retto (251), perchè inscritto nella semicir- 
« conferenza, dunque AB è perpendicolare all’estremità del raggio CB , 
dunque è tangente al circolo dato (238) in quella estremità B. Nello 
stesso modo si dimostra tangente la AD. 

27i. V. Sopra ana retta data descrivere un segmente di cir- 
colo, capace di no dato angolo. 

Sia AC la retta data e 0 l’angolo dato. 



I 
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Si formi con la AC l’angolo 
BAC := 0 ; dal punto A si in- 
nalzi la AX perpendicolare ad 
AC, e dal punto F, mezzo di AB 
si conduca la FY perpendico- 
lare alla AB; fatto centro in E, 
punto in cui le due perpendico- 
lari concorrono, con raggio EA= EB (111.4.°), descritto un circolo, 
AMB sarà il segmento domandato. Infatti , prolungata la AX fino 
all’ incontro della circonferenza in G e unito G con B , l’ angolo 
inscritto AGB zz BAC; perchè AC, per costruzione perpendicolare 
alla AX, è tangente (251), e quindi l’angolo BAC formato da essa 



tangente e dalla corda AB ha per misura — (253); ma anche 

M 

AB 

l’angolo inscritto AGB ha per misura — dunque AGB zz BAC; 

ma BAC zz 0 per costruzione, dunque anche AGB = 0, dunque il 
segmento AGB è capace di un angolo uguale all’angolo dato 0. 

272. Corollario. L’angolo 0, contenuto nel segmento descritto, 
per misura metà dell’arco AB ; dunque la retta data AB è corda 
d’un arco doppio di quello, che misura 1’ angolo dato. Dunque il 
problema sciolto è il corrispondente dell’ altro: per gli estremi di 
una retta data AB far passare una circonferenza^ in modo che la 
AB sottenda un’arco di una data ampiezza. 

Per la soluzione infatti di questo problema basterà descrivere 
sopra la retta data un segmento di circolo capace di un angolo 
metà dell’angolo o dell’arco dato. 

Per esempio, se si vorrà che AB sottenda un arco di 70°, si 
dovrà sopra AB descrivere un segmento di circolo capace di un 
angolo di 35°. 


273. VI. Trovare una media proporzionalo tra dac rette date. 

Siano BD, AB le due rette 

% : 


3 


, 


date. Sopra la indefinita CX 
presa CHu; BD e partendo da H 
presa HL zz AB, si descriva so- 
p ra CL come diametro una se- 
micirconferenza , e s’ innalzi da 
H la HI\I perpendicolare al diametro; IIM sarà la media domandata. 


3 c 
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Infatti HM è ordinata, e CH, HL sono le sue due ascisse; dun- 
que (260) : CH : HM : : HM : HL , e quindi BD : HM ; : HM : AB. 

274. Scolio. Vedesi facilmente come questo problema corrisponda 
all’altro : formare un quadrato equivalente cui un dato rettangolo; 
infatti dalla proporzione del numero superiore si ha: 

iÌM^ = BD • AB; 

dunque, trovata la media proporzionale tra la base e rattezza del 
dato rettangolo, e costrutto sopra essa media un quadrato, sarà 
questo equivalente al rettangolo dato. 

275. VII. Dividere una retta data in due parti iali^ che il loro 
rettangolo sia equivalente ad un quadrato dato. 

Sia AB la retta data, e 0 il lato del qua- 
drato dato ; sopra di AB come diametro si de- 
scriva una semicirconferenza; in B s’ innalzi 
la perpendicolare BC uguale al lato 0 del qua- 
drato dato; da C si conduca la CD parallela 
alla AB ad incontrare la circonferenza in 1); 
da D si abbassi la perpendicolare DE, la AB sarà divìsa in E nelle 
due parti domandate dal problema. 

Infatti AE • EB = 'DE* = BC* = 'O*- 

276. Corollario d.® Vedesi che colla fatta costruzione la retta 
da divìdersi diventa il diametro di un circolo , il lato del quadrato 
dato n’è l’ordinata, e le due parti sono le due ascisse fatte da 
quell’ordinata. Dunque, dovendo il rettangolo di quelle due parti 
in ogni caso essere equivalente al quadrato della loro ordinata, e 
potendosi rilevare facilmente dalla stessa figura che la massima 
ordinata è uguale al raggio e che le due ascisse corrispondenti alla 
massima ordinata sono uguali fra loro e ciascuna alla metà del dia- 
metro, si può conchiudere: il massimo rettangolo^ che si può for- 
mare colle due pani di. una retla^ è il quadrato costruito colla metà 
della retta stessa. 

277. Corollario 2.° Dalla fatta costruzione risulta ancora che, au- 
mentando Q ossia l’ordinata, aumenta anche una delle due parti 
della AB, cioè la BE, mentre l’altra la AE, diminuisce; vedesi cioè 
che, aumentando il quadrato dato, diminuisce la diflerenza tra le due 
parli della retta, le quali sono i due lati del rettangolo equiva- 
lente ad esso quadrato; dunque: di lutti i rettangoli fatti colle 
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due parti di Una mèdéaima retta è tnaggiore quello, nel quale la 
differenza delle due parti è minore; esso infatti è equivalente ad 
un quadrato maggiore. . 

278. Scolio. Le proposizioni dimostrate ne’ due corollari prece- 
denti si compendiano brevemente nella sola seguente; tra tutti i 
rettangoli isoperimelri, è maggiore quello, in cui la differenza dei 
due lati è minore; e quindi ; è massimo il quadrato. 

^9. Vili. Dividere una retta in me- 
dia ed estrema ragione, ossia in due 
parli disuguali tali, che il quadrato della \ 

maggiore sia equivalente al rettangolo I L 

di tutta la retta nella parte minore. \ 

Sia laureila data AB; s’innalzi da A \ 

una perpendicolare alla AB e prendasi 

Pii? 1 S 

di questa una parte AD uguale alla 

metà di AB. Indi, fatto centro in D con raggio AD, si descriva uu 
circolò ; si unisca B col centro D e prendasi sopra la AB la par- 
te BH — BC ; dico che la AB sarà divisa in H in media ed estrema 

ragione; dico, cioè, che si avrà : BH* ~ AB • AH. 

Infatti , prolungata la BD fino in E , essendo la BA tangente al 
circolo (258) , si avrà ; BE : AB : : AB : BC (265) ; e quindi divi- 

dendo : «BE — AB ; AB : : AB — BC : BC, 

ossia, essendo AB per costruzione doppia del raggio AD, e quindi 
uguale al diametro CE ; BE — CE ; AB : : AB — BH : BH; e final- 
mente BC ossia BH : AB :: AH ; BH, dalla quale: BH* — AB • AH. 
280. Corollario. Invertendo la proporzione superiore, si lia: 
AB : BH BH ; AH; 

dunque, il problema si può anche enunciare così: dividere una 
retta in due parti disuguali tali, che la parte maggiore sia media 
proporzionale tra tutta la retta e la parte minore. 

284. IX. Inscrivve nn rireelo in 'V* ^ 

«n dato triangolo. V 

Sia il triangolo ABC. f \ / \ 

^ « \ " 

Divisi per metà i due angoli B e A, /V ì 
le due rette s’incontreranno in 0; ab- 
bassate da 0 le tre. rette OD, OE, OF, 
perpendicolari rispettivamente a’ tre vig. h?. 

Geometria, cc. <i 
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lati BC, AB, AC, esse sono uguali. Infatti, i due triangoli rettan- 
goli EOB, BOI) hanno l’ipotenusa OB comune, e l’angolo EBO ~ OBI) 
per costruzione, dunque sono uguali (122. 2.®), dunque EO =; OD. 
Dimostrasi nello stesso modo OE — OF. Dunque, fatto centro in 0 
con raggio OD , la circonferenza dovrà passare per li tre punti 
D, E, F; e sarà inscritta nel triangolo, perchè i tre lati BC, AB, AC 
sono tangenti ne’ punti D, E, F, perchè perpendicolari rispet^a- 
mente alle estremità de’ tre raggi OD, OE, OF (258). * 

OE 

282. Corollario. L’area del triangolo AOBzzAB.— — ; 

£ 

OF OE 

quella del triangolo AOC— AC.-— ~ AC«— ; 

2 2 

quella del triangolo BOC n BC . — BC • ^ ; 

2 2 


dunque, addizionando si avrà: AOB + AOC + BOC, ossia 


OF OF * 

ABC — AB . + AC . + BC • 

2 À 


OE 
2 ’ 


e quindi: ABC = (AB + AC + BC) . — — . Dunque: 

2 


l’area di un friangolo è uguale al suo perimetro molliplicato nella 
metà del raggio del circolo in esso inscritto. 

283. X. Oreomrlvere un elrclo ad un triangolo dato ossia dati 
tre punti, non in linea retta (229), far passare per essi una cir- 

Siano i tre punti dati A, B, C; uniti i tre 
punti mediante le due rette AB, BC, si di- 
vidano esse rette per metà ne’ punti M, N; 
da questi punti M, N, si innalzino due per- 
pendicolari MX, NY, queste concorrono in 0; 
fatto centro in 0 con raggio OA, si descriva 
una circonferenza , la fluale passerà anche 
per B, c per C. Infatti, i due triangoli rettan- 
goli OMA, 0MB, avendo AM = MB (236.2.®). 
e MO comune, sono uguali (122. 1.®)', dunque anche OA,i:::OB; 
parimenti i due triangoli rettangoli BON, CON, avendo BN rr NC 
e NO comune, sono uguali; dunque OB=;OC; dunque le tre ret- 
te OA, OB, OC sono uguali, dunque la circonferenza descritta con 


conferenza. 
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raggio uguale ad una di esse deve passare per gli estremi delle 
altre due, ed essere circoscritta al triangolo. 

284 XI. Coslrurre una figura simile ad un dato poligono ABCDE, 
e che abbia collo slesso un dato rapporto a •. b. 

Preso un lato BC della figura-.\BCl)E, la cui area per brevità chia- 


C 

Fig. t31. 

meremo P, e prolungato in L in modo che si abbia BC : BL : : a : h, 
si costruisce sopra LC come diametro una semicirconferenza e da B 
s’ innalza l’ordinata BM. Costrutta sopra BM una figura Q, simile 
alla data P, e col Iato BM omologo di BC, essa sarà la domandata. 
Infatti, essendo P, Q simili ed essendo BC, BM due lati omologhi, 
si avrà : 

P : 0 :: BC* : BM*; ma BÀÌ* = BC • BL (260); 

dunque P : 0 : : BC* : BC • BL; e, dividendo il secondo rapporto- 
per BC, si avrà: P ; 0 "■ BC : BL ; e quindi P ; Q :: a : 6. 

285. Scolio. Serve questo problema a C(»strurre un circolo, un 

112 

quadrato, ec., 2, 3, 4... volte maggiore, o anche — -, — — , , ec., 

2 3 5 

di un altro circolo, di un altro quadrato, ec., dato. • 

POLIGOM REGOLARI. 

* 

TEOREMA 

, 286. Un poligono regolare si può divider^ in tanti triangoli iso- 
sceli ed uguali quanti sono i suoi lati. 

Dividansi gli angoli A e B del poligono per metà, mediante le 
due rette AO, BO; congiunto il punto 0 del loro incontro co’ pun- 
ti C , D , E , F, il poligono resta diviso in tanti triangoli quanti 
sono i suoi lati. 

Essendo il poligono regolare (74), il suo angolo A — B e quindi 
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A ' B 

anche — ossia BAO ~ — ossia ABO, 
2 2 . ’ 

per cui il triangolo AOB avrà AO — BO 
(1-13.1.“) e sarà isoscele. 

1 due triangoli AOB, COB, avendo AB =zBC 
(71), BO comune e l’angolo ABO = CBO, 
per costruzione, sono uguali; dunque an- 
che il triangolo COB è isoscele, e BC n’è 
Fig. ns. la base. 

Essendo COB isoscele, sarà l’angolo CBO =: OCB; ma CBO 
per costruzione,’ e l’angolo del poligono B = C (71), dunque an- 
che OCB zz dunque la CO divide l’angolo C del poligono in 
due parti uguali; dunque anche il triangolo ODC è uguale a COB 
ed e isoscele. 

Dunque l’angolo D è diviso per metà dalla OD; dunque il trian- 
golo EOD zr ODC, ed è isoscele, ec. , dunque tutti que’ triangoli 
sono isosceli, uguali, e tanti quanti sono i lati del poligono, c. s. D. d. 

287. Scolio. Se il poligono regolare è di un numero pari di lati, 
qualunque retta BO, che, partendo da uno de’ suoi angoli B, va al 
centro, prolungata, deve terminare all’angolo opposto E, in modo 
che la BOE deve essere un’asse, cioè una retta sola (71), e deve di- 
videre il poligono regolare per metà. Infatti, tutti gli angoli in 0 sono 
uguali fra di loro e la loro somma è uguale a 4R (96); nel caso 
del poligono d’un numero pari di lati, da una parte della BOE si 
trova la metà di essi angoli ; dunque gli angoli da una pai'te della BOE 
sono uguali a 2R; dunque AOE + AOB — 2R, dunque la BOE e una 
sola retta (93). Essa poi divide evidentemente il poligono in due 
parti uguali , poiché da una parte e dall’altra di essa si trova un 
egual numero di triangoli eguali. — Vedesi che questa dimostrazione 
non vale per li poligoni di un numero dispari di lati; dunque: l'asse 
appartiene a’ soli poligoni regolari di un numero pari di lati (74). 

288. Corollario. Tutte le rette OA,OB, OC... sono uguali; cosi 
pure, abbassate da 0 sopra i lati del poligono le perpendicolari 
OP, OM, ON... anche queste sono uguali; dunque il punto 0 è 
ugualmente distante da tutti i vertici del poligono , ed è anche 
ugualmente distante da tutti i lati del poligouo, dunque il punto 0 
è il centro del poligono regolare (71): OA, OB, OC... ne sono i 
raggi, e OP, 0.\I, ON... gli apotemi. 
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TEOREMA. 


* 289. i.^ I poligoni regolari di un egual numero di lati sono simili. 


A. 3> 




Fig. 133. 


2. ® / perimetri de' poligoni regolari 
simili stanno come i loro raggi e come 
i loro apotemi. . 

3. ® Le aree de' poligoni regolari si- 
mili stanno come i quadrali dei loro rag- 
gi e come i quadrati de' loro apotemi, 

1. ® I poligoni regolari di un egual numero di lati hanno gli an- 
goli uguali (^38. 2.®); inoltre, ì lati dell’uno, essendo tutti uguali 
fra di loro, devono essere proporzionali a* lati dell’altro ,- che pur 
sono tutti uguali fra di loro ; dunque essi poligoni , hanno gli an- 
goli uguali e i lati omologhi proporzionali, dunque sono simili (75). 

2. ® Siano C e G, i due centri dei due. poligoni regolari; condotti 
i raggi CA, GE e i due apotemi CD, GH, i due triangoli ACD, EGH 
rettangoli sono simili, perchè hanno l’angolo CAD z= GEH , essendo 
ciascuno la metà dell’angolo del poligono; dunque si avrà: 

AC : EG :: CD : GH AD : EH; ma AD : EH :: AB : EF; 

dunque , AC : EG :: CD : GH : : AB : EF. 

Ora, essendo i due poligoni simili, i loro perimetri staranno come 
i lati omologhi (214.1.®); chiamando P e /? i due perimetri,- si avrà: 
P : : AB : EF e quindi : 

P:?:: AC : EG : : CD : GH. 

3. " Essendo i due poligoni simili le loro aree staranno come i 
quadrati de’ lati omologhi (214. 2.®); si avrà adunque, chiaman- 
do A, a le due aree ; 


A : a :: AB 


2 


EF*, e quindi; 


A ; a :: AC* ; EG,* :: CD* : GH *. c. s. d. d. 

290. Scolio. Prese ne’ due poligoni due parti di perimetro composte 
di un egual numero di lati, per es., le due parti ABL, EFM, e uniti 
gli estremi A, L col centro C, e gli estremi E, M col centro G, 
risultano i due settori poligonali ACL , EGM , de* quali gli angoli 
al centro ACL, EGM sono uguali. Di questi settori poligonali si 
possono . dimostrare le proposizioni contenute nel teorema: cioè . 

1.* I settori- poligonali di egual numero di laliyossid aventi gli 


EG* 
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angoli al centro ugnali^ sono simili; 2." le parti di perimetro di 
'due settori poligonali simili stanno come i raggia e come gli apotemi 
de' poligoni corrispondenti; 5.“ le aree di due settori poligonali 
sbniU stanno come i quadrati de' raggia e come i quadrati degìr 
apotemi de* corrispondenti poligoni. 


PROBLEMI 


291. I. Dato un poligono regolare trovare II suo centro. 

Dividansì per metà due angoli contigui del poligono mediante 
due rette ; il punto di concorso delle due rette sarà il centro do- 
mandato (288). 

292. II. Trovare la misura, di un poligono regolare. 

3 > Poiché i triangoli, che formano il poligono 

regolare, sono tutti uguali e tanti, quanti sono 
i lati del poligono, si avrà l’area di esso poligono, 
I ripetendo l’area di uno de’ suoi triangoli tante 
volte, quanti sono i lati. L’area del triangolo 

dunque: area del poli- 



AMH =z AH 


gono ABCDEFGH zz; 8AH 


MO 


ma 8AH è 


il perimetro del poligono regolare, MO è il suo apotema; dunque: 
Varea di un poligono regolare è uguale al prodotto del suo peri- 
metro nella metà del suo apotema. 

293. Corollario Supposto un triangolo con base una retta 
uguale al perimetro del poligono regolare, ossia 8AH, e con altezza 

l’apotema MO, l’area di esso sarebbe uguale a 8AH • ^(i57j, * 


dunque uguale a quella del poligono; dunque: Varea di un poli- 
gono regolare è uguale all'area d'un triangolo^ che ha per base una 
retta uguale al suo perimetro e per*altezza il suo apotema. 

294. Corollario 2.® Presa una parte del perimetro, per es., CBAH, 
si dimostra nello stesso modo , che l’ area del settore poligona- 

MO 

le CMH è uguale a 3AH • e quindi ad un triangolo, che ha per 

là 

base la parte del perimetro del settore e per altezza 1’ apotema ; 
dunque : Varea di un settore poligonale è uguale al prodotto della 
sua parte *di perimetro nella metà dell' apotema del poligono. 
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! ‘295. III. Inscrivere e eircoaertvcre un circolo od un poligono 
regolare qualunque. 

Kssendo le rette OB, OC, 01), ec. (fig. i32), uguali (288), fatto 
centro in 0 con raggio una qualunque di esse, per es., OB, e de- 
scriito uu circolo, la circonferenza- di esso dovrà passare per tutti 
i punti B, C, D, ossia per tutti i vertici degli angoli del poligono, 
e quindi il circolo sarà circoscrillo al poligono (69). 

E così, essendo uguali gli apotemi OM, ON, OP..., fatto centro 
in 0 con raggio uno di essi, per esenopio OM, e descrittp un cir- 
colo, la circonferenza di esso passerà per tutti i punti M, N, P... e, 
poiché i lati del poligono sono perpendicolari alle estremità di que’ 
raggi rispettivi, essi lati saranno altrettante tangenti alla circonfe- 
renza (258); e quindi il circolo sarà inscritto nel poligono (70). 

296. C 0 K 0 LL.\Ri 0 1.® Il raggio del circolo circoscritto è uguale 
al raggio del poligono, e il raggio del circolo inscritto è uguale 
all’apotenaa; dunque le proposizioni de’ numeri 289. 2.® 3.® si po- 
tranno anche enunciare cosi : i perimeiri de' poligoni regolari si- 
mili stanno come i raggi dei circoli ad essi circoscritti o in essi 
inscritti; le aree de' poligoni regolari simili stanno come i qua- 
drati de’ raggi dei circoli ad essi circoscritti od in essi inscritti. 

297. Corollario 2.® Sia il quadrato ABCD e i due circoli di 
raggio OB, OE, circoscritto l’uno e inscritto l’altro; si avrà: 

1 .® MN = AB ; MO OE e quindi OE = 

M 

2.® Uli* z= 2ÈB* = (162); 

e quindi OB — l/~^ ’ 

dunque : -1 ® il raggio del circolo inscritto nel 
quadrato è uguale alla metà del lato del qua- 
drato; 2.® il raggio del circolo circoscritto al quadrato è uguale alla 
radice quadrata della metà del quadralo del lato. 

298. Corollario 3.® I due triangoli EBO, NBO sono uguali ; dun- 
que l’angolo EBO — NBO. Dunque l’angolo EBN,e quindi l’arco EN, 
è diviso per metà dalla OB; dunque: la retta, che unisce il centro 
col vertice di un angolo del poligono circoscritto ad un circolo, di- 
vide l’arco compreso da quell’ angolo nella circonferenza inscritto 
in due parli uguali. 



Fig. 135. 
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.299^ IV.' Inscrivere e eireoserlvere ad nn elreelo^an poligono 
regolare di un numero dato di lati. 

Si divida la circonferenza in parti 
uguali, ne* punti A, B, C... e si uniscano 
que’ punti mediante le corde AB, BC,^0... 
il poligono inscritto, che si ottiene, è rego- 
lare. Infatti, essendo gli archi AB,BC... uguali 
per costruzione, sono anche uguali le cor- 
de AB, BC, CD... ossia i lati del poligono; ed 
essendo uguali le corde sono pure uguali gli 
angoli inscritti A, B, C, ec. (252. 3.°); dun- 
que il poligono ha i lati e gli angoli uguali, dunque è un poligono 
regolare. , ‘ • 

2.° Da’ punti A, B, C... ^i conducano tante tangenti HL, LIVI,- MN... 
il poligono, che si ottiene, è circosci-itto ed è regolare. 

Infatti, essendo gli archi AB, BC... uguali, gli angoli H, L, M... sa- 
ranno uguali (257). Inoltre, i triangoli FHA, ALB, BMC, ec., sono tutti 
uguali ed isosceli; infatti, FA = AB zz BC... e gli angoli HFA, HAF, 
LAB, LBA... sono uguali, perchè misurati ciascuno dalla metà di uno 
degli archi uguali FA, AB, BC... ; dunque FH zz HA z: AL zz LB... ; 
e quindi anche HL zz LM zz MN...; dunque il poligono HLMNOG 
ha tutti gli angoli' uguali e i lati uguali, e questi sono tangenti allà 
circonferenza, dunque è un poligono regolare circoscritto. 

500. CoROLL.\.Rio l.° Il problema adunque d’inscrivere e di cir- 
coscrivere un dato poligono regolare dipende tutto dall’altro : divi- 
dere la circonferenza in un dato numero di parti uguali; così che 
si possono inscrivere e circdScrivere solo i poligoni regolari di quel 
numero di lati, nel quale si può dividere la circonferenza. 

304. Corollario 2.® Dato un poligono regolare inscritto in un cir- 
colo, si ha necessariamente la circonferenza divisa in parti uguali, 
e quindi si ha anche il mezzo di sciogliere il problema: dato iin 
poligono regolare inscritto in un circolo, circoscrivere allo stesso 
circolo un poligono regolare simile alV inscritto; e reciprocamente. 

302. Corollario 3.® libato del poligono regolare inscritto di un 

3 60* 

numero n di Iati è dunque corda di un arco di 


n 


; è l’angolo 


del poligono regolare di un numei'o .n di lati ha per misura l’arco 
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stesso ; dunque: dato il numero de’ Iati di un poligono re- 

n 

golare, si ha l’arco sotteso da uno de’ suoi Iati , e quindi l’angolo 
al centro di esso poligono, dal quoto di 360 diviso per quel numero 
de’ Iati; e reciprocamente: dato l’arco sotteso dal lato di un poli- 
gono regolare, o, che è lo stesso, dato l’angolo al centro di un 
poligono regolare, si ha il numero de’ lati del poligono dal quoto 
del 360 diviso per quell’arco. È inutile dire, che il numero de’ gradi 
di quell’arco deve essere un divisore dell’intiera circonferenza. 

"' 503. Scolio. Se in un dato arco si inscrive un seguito di corde 
uguali, la porzione di poligono regolare^ che si ottiene, ha le proprietà 
principali dimostrate per li poligoni regolari; ha cioè gli angoli uguali, 
si può inscrivere e circoscrivere al circolo...; però essa non fa parte 
di un poligono regolare propriamente detto, come il settore poligo- 
nale, che abbiamo considerato nel numero 294, che quando l’arco 
sotteso da uno de’ suoi lati è una parte aliquota della circonferenza. 

304. V. Dati il lato e V angolo al centro d*un poligono regolare^ 
costrurre il poligono regolare. 

Per le due estremità del lato dato si fa passare una circonfe- 
renza, in modo che quel lato comprenda sopra di essa un’arco uguale 
a quello, che misura l’angolo dato (272). Aperto il compasso d’una 
quantità uguale allo stesso lato, e portato successivamente, sulla 
circonferenza, sarà contenuto un numero di volte uguale al 360 
diviso per l’arco; si avrà dunque la circonferenza divisa in tante 
parti uguali quanti sono i lati del poligono da costrurre, e quindi 
il mezzo di costrurre lo stesso poligono. 

- 305. VI. Inscrivere e eireosorlvere un quadralo ad un circolo 

dato; ossia: dividere la circonferenza- in 
quattro parti uguali. 

Si conducaoo due diametri ad angolo 
retto; questi divideranno la circonferenza 
in quattro parti uguali. Infatti i quattro 
angoli al centro E sono ugnali , perchè • 
retti; dunque devono pure essere uguali 
anche i quattro archi GB, BD, DA, AC, 
che misurano que’ quattro angoli^(232. 1.®). 

3Q6, Corollario. Dal triangolo rettangolo isoscele CBE si ha; 

= 2cE^ e quindi BC = 2 CE ^ ; BC CE T; dunque; 
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il ìaìo del quadralo iscriUo è uguale al prodotto del raggio del cir- 
colo nella rodic 3 quadrata del 2. Supposto il raggio del circolo 

uguale a d , si avrà: lat. quadrato inscritto =: V/ 2 = d, 41421356 ... 

Nel quadrato FGHL circoscritto, si ha: HL =r AB zn 2AE; dun- 
(jue : il lato del quadrato circoscritto è doppio del raggio del cir- 
colo iscritto (297. 1.®). 

Supposto ancora il raggio = 1 si avrà: 

Lat. quadrato circoscritto = 2. 

307. VII. Inscrivere e eircoserivere nd un eireolo dato un esa- 
gono regolare, ossia: dividere la circonfe- 
renza in sei parti uguali. 

Si inscriva nel circolo la corda AB uguale 
al raggio ; dico che essa sottende un arco u- 
guale alla sesta parte della circonferenza, os- 
sia un arco di 60®, e che per conseguenza può 
essere inscritta successivamente nella circon- 
ferenza 6 volte, dividendola in 6 parti uguali. 
Infatti, uniti i punti A e B col centro C, il triangolo ABC è equi- 
latero, dunque equiangolo, dunque ciascun suo angolo sarà uguale 

60®, dunque l’angolo ACB =i 60®, dunque l’arco AB 



180 '* 


a 


3 


ò di 60®. 

308. CoROLL.vRio 1.® Dunque: il lato delV esagono regolare iscritto 
è uguale al raggio del circolo ad esso circoscritto. 

Supposto il raggio zz d. Si avrà: lat. esagono inscritto zz: d. 


309. COROLL.ARIO .2®. Inscrivere e elreoscrhere ad un circolo un 

« 

triangolo equilatero. Inscritto l’esagono regolare, prendansi alter- 
nativamente ogni due uno de’ sei punti, in cui è divisa la circonfe- 
renza , prendansi, per es., i tre punti B, E, G e si #vrà la circon- 
ferenza divisa ne’ tre archi uguali BE, EG, GB, e quindi il mezzo 
di sciogliere i due problemi proposti. 

310. Vili. Inscrivere e clrcoscrlvci^ad un circolo dato un deca- 
gono regolare, ossia: dividere la circonferenza in dO parti uguali. 

Dividasi il raggio del circolo dato in media ed estrema ragio- 
ne (279), e inscrivasi la corda AB uguale alla parte maggiore di 
quel raggio così diviso ; dico eh’ essa corda sottende nn arco 
di 56®, ossia un arco uguale alla decima parte, della circonferenza. 
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e che per conseguenza potrà Ovsser successivamente inscritta* dieci 
■volte nella circonferenza, dividendola in 
dieci parti uguali. 

Per provare questo basterà dimostrare, 
che la corda di 56® di un circolo è uguale 
alla parte maggiore del raggio diviso in 
media ed estrema ragione ; il che si di- 
mostra nel modo seguente. 

Sia AB arco di 36®; condotta la cor- 
da AB e unito il centro C con A e B , 
si divida l’angolo CAB per metà mediante 
la AD. 11 triangolo ACB è isoscele ; l’an- 
golo in C è di 36®, dunque ciascun angolo alla base, CAB, CBA, 
* ‘ISO — 30 

sarà uguale a ~ 72®; e l’angolo CAD, metà di CAB, 

sarà di 36®, e per conseguenza uguale all’angolo ACD, e si avrà 
CD ZZAI) (li 3.1.®). Essendo l’angolo DAB di 36®, e l’angolo ABC di 72®, 
anche l’angolo ADB sarà di 72®, e per conseguenza uguale all’an- 
golo ABD e si avrà anche ABzz AD (143. 1.®) e quindi AB iz; CD. 

La retta AD divide l’angolo CAB del triangolo BAC per metà, 
dunque si avrà (494); CA : AB :: CD : DB, e quindi anche: 

CB : CD :: CD : DB; ^Junque (essendo CD maggiore di DB e me- 
dio proporzionale fra tutto CB e DB) il raggio CB è diviso in D in me- 
dia ed estrema ragione e CD n’è la parte maggiore (280); ma CD zz AB; 
dunque AB, ossia la corda di 36®, è uguale alla parte maggiore 
del raggio diviso in media ed estrema ragione^.Q.. s. D. D. 

311. Scolio. Chiamato R il raggio del circolo ed a la parte maggiore 
di esso raggio diviso in media ed estrema ragione, si ha la propor- 

R 5 — R 

zione: R : a :: a : R — «; dalla quale si ottiene « zz • 

Supposto R =z 1 si ha : ossia il lato del decagono regolare inscril- 



5d 2. Corollario. Inscrivere c circoscrivere nd un circolo un 
pentagono regolare. 

Inscritto il decagono regolare, prendansi alternativamente ogni 
due uno de’ dieci punti ne’ quali è divisa la circonferenza , pren~ 
dansi, per esempio, i cinque punti A, E, F, G, H, si avrà la cir- 
conferenza divisa ne’ cinque archi uguali AE, EF, FG, GH, HA, e 
quindi il mezzo di sciogliere i due problemi proposti. 


6 - 
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313i IX. Inscrivere e elreoaerlvere ad no elrealo un poligona 
regoiare di quindici lati, ossia; dividere la circonferenza in quin- 
dici parti uguali. 

Inscrivasi nel circolo la corda di 60”, ossia il lato deU’esagono; 
indi, partendo da una estremità di quell’ arco di 60”, prendasi di 
esso una parte uguale a 56°, ossia inscrivasi il |gto del decagono; 
l’arco residuo sarà l’arco ugua'e alla quindicesima parte della cir- 
conferenza; infatti — ^ — nr — 

314. Scolio. Usando di soli metodi geometrici, oltre i poligoni 
regolari de’ numeri precedenti, si dimostra che si possono inscrivere 
e circoscrivere i poligoni regolari di un numero di lati 2 " + -I, sem- 
pre che questo sia un numero primo. ^ 

515. X. Maio un poligono regolare Insertilo o eircoserillo ad 
un circolo, inscrivere o cireoserivere allo stesso circolo un poli- 
gono regolare d'un numero doppio di lati. , 

Dividansi tutti gli archi del poligono dato per metà; se il poli- 
gono è iscritto, basterà abbassare dal centro tante perpendicolari 
alle corde, che sono i lati del poligono, e prolungarle fino alla cir- 
conferenza (236. 2 .”); se il poligono è circoscritto, basterà unire il 
centro cogli angoli del poligono, le rette passeranno pel mezzo di 
ciascuno degli archi (298); in tal manieraci avrà la circonferenza 
divisa ancora in parti uguali, le quali saranno in numero doppio 
delle parti, nelle quali era prima divisa da’ lati del dato poligono, e 
per conseguenza si avrà il mezzo di poter costrurre il poligono 
inscritto o il circoscritto di un numero doppio di lati. 

316. Scolio 1 .” -1 . Suppongasi il qua- 
drato ABCD inscritto nel circolo di 
raggio OE; divisi gli archi AB, BC, 
CU,1).\ per metà, ed uniti i punti B,E, 
5 - C, ec., mediante tante corde, si avrà 
l’ottagono regolare BECFDGAH in- 
scritto nello stesso circolo. Il trian- 
golo BEC è uguale alla metà del 
rettangolo BMNC (146), dunque è 
maggiore della metà del segmento 
rig. HO. circolare BEC, il quale è minore 

di quel rettangolo; la stessa osservazione si può fare sopra gli al- 



Digitized by Google 



GEOVETRIA 


tri tnangoli DFC, DGA, AHB, de’ quali ciascuno è maggiore della metà 
del rispettivo segmento di circolo. Ma la somma di tutti que’ segmenti 
è uguale alla differenza, che passa tra il circolo e il poligono ABCD, 
ed il poligono BKCFDGAH è maggiore del primo della somma di 
tutti que’ triangoli; dunque si può conchiudere: dalo un poligono 
regolare inacrillo in un circolo, se s’inscrive nello stesso circolo 
un poligoìio regolare di un numero di lati doppio dei lati di quello, 
la differenza di questo secondo poligono col circolo è minore di 
più della metà della differenza, che il primo poligono ha collo 
stesso circolo. 

2. Inoltre essendo BE + EC >■ BC; CF + FI) > CD, ec., si può an- 
che stabilire: il perimetro del poligono regolare inscritto in un cir- 
colo è maggiore del perimetro del poligono Regolare inscritto nello 
stesso circolo e avente un numero di lati metà del suo. 

ólT.Scouo 2." l. Abbiasi in secondo luogo 
il poligono regolare ABCD circoscritto al cir- 
colo di raggio OQ ; divisi gli archi per metà 
mediante le OD, OA, OB, OC, e condotte 
da’ punti di divisione le tangenti PE, FG... 
si avrà il poligono regolare PEFGHLMN cir- 
coscritto con un numero doppio di lati del 
poligono ABCD. Nel triangolo DPE i due an- 
goli DPE, DEP sono uguali, perchè adia- 
centi dei due angoli circoscritti uguali QPX, QEY; dunque DPrr DE ; 
ina PO — OE e PE < DP + DE, dunque OE <DE; ma QE = EY, 
(perchè anche il triangolo QEY è isoscele), dunque DE > EY; dun- 
que il triangolo DQE > QEY, perchè ha uguale l’altezza (hanno il 
vertice nello stesso punto 0 e le basi sopra la DY) e la base mag- 
giore; e per la stessa ragione il triangolo DPQ > PQX, e quindi tutto 
il triangolo DPE > QEY + PQX, e, tanto più, il triangolo DPE mag- 
giore della somma de’ due triangoli misWlinei QEY, PQX, e quindi 
DPE maggiore della metà del triangolo mistilineo DXY; nello stesso 
modo si dimostrano gli altri triangoli rettilinei FAG, BIIL, MCN 
maggiori ciascuno della metà del c-irrispondente triangolo mistili- 
ueo. Ora la somma di tutti i triangoli mistilinei è uguale alla dif- 
ferenza, che passa tra il circolo e il primo poligono ABCD; la somma 
triangoli rettilinei è la quantità, di cui è minore del primo il 
secondo poligono circoscritto di un numero doppio dilati; dimque 
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si può stabilire : dato uh poligono regolare circoscrUlo ad un cir- 
colo, ae si circoscrive allo stesso circolo un poligono regolare di 
un numero di lati doppio de’ lati di quello, la differenza tra que- 
sto secondo poligono ed il circolo è minore di piu della metà della 
differenza, che passa tra il primo poligono e lo stesso circolo. 

2. Di più essendo PE < PI) + DE, FG < FA + AG, ec., si può 
anche steibilire: il perimetro del poligono regolare circoscritto ad un 
circolo è minore del perimetro del poligono regolare circoscritto 
allo stesso circolo e avente un numero di lati metà del suo. 

TEOREMA 

518. Un circolo si'può considerare come un poligono regolare 
di un numero infinito di lati infinitamente piccoli. 

Abbiasi un circolo qualunque ed un poligono regolare qualunque 
ad esso circoscritto; questo sarà evidentemente maggiore del cir- 
colo in esso inscritto. Si circoscriva allo stesso circolo un secondo 
poligono regolare d’un numero di lati doppio de’ lati del primo; 
anche questo sarà ancora maggiore del circolo , però si sarà tolta 
da esso più della metà della differenza, che passa tra il primo poli- 
gono ed il circolo , cosi che la differenza tra esso e il circolo sarà 
minore della metà della differenza, che vi è tra il primo poligono ed 
il circolo. E se nuovamente si circoscriva un terzo poligono rego- 
lare d’un numero di lati doppio de’ lati del secondo, anche la dif- 
ferenza tra questo ed il circolo sarà minore della metà della dif- 
ferenza, che passa tra il secondo poligono ed il circolo, e conti- 
nuando le operazioni nello stesso modo si continuerà sempre ad 
avere successivamente de’poligoni regolari, ciascuno de’ quali dif- 
ferirà dal circolo di una quantità minore della metà di quella di 
cui differisce dallo stesso circolo il poligono precedente. Ora questa 
operazione si può immaginare continuata all’ infinito ( perchè si 
può immaginare continuata all’infinito la successiva divisione degli 
archi per metà ), dunque si deve arrivare mediante essa ad un 
punto, in cui la differenza tra il poligono ed il circolo risulti mi- 
nore di qualunque quantità, per quanto piccola si possa assegna- 
re (82. 6.°); immaginando di essere arrivati una volta a questo 
punto, vedesi facilmente che il numero de’ lati del poligono ofte- 
nuto deve essere infinitamente grande, che la grandezza di cia- 
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SCUDO di essi iati deve essere infinitamente piccola, e che j’area 
del poligono e il suo perimetro si devono confondere coll’area del 
circolo e colla circonferenza di questo; dunque è vero quello che 
si doveva dimostrare, che, cioè, un circolo si può calcolare siccome 
un poligono regolare d’ un numero infinilo di lati infinitamente 
piccoli. 

319. Scolio. Si può venire alla medesima conseguenza operando- 
sopra un poligo»o regolare inscritto nel circolo, ed inscrivendo in 
esso successivamente de’ poligoni regolari d’ un numero sempre 
doppio di lati. 

320. CkjROLLARio. Dunque i teoremi dimostrati per li poligoni re- 
golari si possono estendere anche a’ circoli; dunque: 

1. “ Le circonferenze de’ circoli stanno nella diretta dei loro raggi 
0 dei loro diametri (289. 2.“). 

2. ® Le aree de’ circoli stanno nella diretta dei quadrati dei loro 
raggi o dei quadrati dei loro diametri (289. 3.®). 

3. ® La quadratura di un circolo è uguale al prodotto della sua 
circonferenza per la metà del suo raggio (292). 

4. ® Gli archi slmili stanno nella diretta dei loro raggi o dei 
loro diametri (290. 2.®). 

5. ® I settori circolari simili stanno nella diretta dei quadrati dei 
loro raggi o dei loro diametri (290. 3.®). 

6. ® La quadratura di un settore circolare è uguale al prodotto 
del suo arco nella metà del raggio del suo circolo (294). 

PUOBLE.MI 

DELL.A MISURA DEL CIRCOLO. 

321. I. Trovare la forinola per la retllfleailone di nna clreon- 
ferenia qualunque. 

Il primo teorema del numero precedente ci porta a conchiude- 
re: il rapporto tra la circonferenza ed il diametro è uguale per 
tutti i circoli; duu]ue, indicando con tt; 1 (fuesto rapporto, chia- 
mando cioè r il valore della circonferenza di un circolo di diame- 
tro 1, si avrà il valore C d’un’altra circonferenza di circolo di rag- 
gio qualunque R, o di diametro 2R, dalla proporziofie: 

t: : 1 :: C : 2R; dalla quale si avrà : C “ 2»tR, che sarà la for- 
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mola domandata. Dunque: la cireonfermza d*un circolo qualunque 
è uguale al suo diametro moltiplicato nel rapporto tra la circonfe- 
renza ed il diametro. 

522. If. Data la eireonfereasa <Ton circolo trovare II svo ^o* 

> 

metro, e quindi il suo raggio. ^ , 

C C 

Dalla formula C zz 2 t:R si ottiene; 2R zz e quindi : R .zz ; • 

dunque: il diametro cCun circolo è uguale alla sua oirconferenza di- 
visa pel rapporto; e il raggio d*un circolo è uguale alla sua cir- 
conferenza divisa pel doppio del rapporto. 

525. III. Trovare la forinola della quadratura d’un circolo qua- 
lunque. 

Dal teorema terzo del n.° 520 sappiamo che la quadratura dì un 
circolo qualunque è uguale al prodotto della sua circonferenza nella 
metà del suo raggio; dunque, chiamata A l’area d’un cìrcolo di rag- 
gio R, essendo la sua circonferenza 27rR , si avrà : 

R —2 

A zz2t:R - e quindi A = rR per la formolo domandata; 

dunque: la quadratura d' un circolo è uguale al rapporto molti- 
plicalo nel quadralo del suo raggio. 

524. IV. Trovare II raggio, e quindi il diametro, d’un elreo- 
lo, di cui è data l’arca. 

’ 

Dalla formolo del numero precedente sì ha: R^ zz e 

• 7T 

quindi R zz e 2Rzz2 ” ; dunque: il raggio d"un cir- 

colo è uguale alla radice quadrala del quoto della sua area di- 
visa pel rapporto; e il diametro d' un circolo è uguale at doppio 
della radice quadrata del quoto della sua area divisa pel rapporto. 
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PROBLEMI 

325. V. Dati il raggio d’ttn circolo ed il 
lato di un poligono regolare in quello inscrit- 
lo, calcolare l'apotema. 

Dati AC e AB, calcolare CD. 

Il triangolo rettangolo ACD dà l’equazione: 


n 



CD* = AC* — AD*; ma AD = quindi AD* — ; 

dunque : 

CD* — AC* — ^ ; e per conseguenza CD =: VÀC* — . 

4 ’ 

dunque : Vapolcnm d‘un poligono regolare inscritto è uguale alla 
radice quadrata del quadrato del raggio del circolo circoscritto, 
meno la quarta parte del quadralo del lato dello stesso poligono. 

526. Corollario. Supposto il raggio del circolo m d, si avrà 
per l’apotema del quadrato inscritto (306); 




per l’apotema dell’esagono regolare inscritto (308): 

y i — _i_ — ■ / 4 - 1 _ Va 
. 4 4 -2 ■ 

527. VI. Dati il raggio del circolo e il luto del poligono regolare 
inscritto, calcolare il lato del poligono re- 
golare simile circoscritto allo stesso circolo. 

Sia ABCD il poligono regolare iscritto; 
divisi per metà gli archi AB, BC , CD, AD 
ne’ punti E , F, G , H e condotte da que- 
sti punti le tangenti LO, LM MN, ON, si 
ottiene il poligono regolare circoscritto 
LONM, simile all’ inscritto ABCD. 

Unito il centro P con E, punto di contatto della OL, e punto 
di mezzo dell’arco AB, la PE sarà perpendicolare allaOL (257. i.“), 
ed alla AB (256. 1."), e per conseguenza la OL e la AB saranno pa- 

Geomelìia , co. 7 
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rallele fra di loro (120). Unito il centro P co’ punii 0, L, le rette 
PO, PL passeranno per A, e Espunti di mezzo de’ due archi EH, 
EE (298). Ciò posto, ne’ due triangoli OEP, AQP simili (198), si ha 
la proporzione: 

PO : PE :: AQ ; OE; ma 
AO : OE : ; AB : OL; dunque: 

PO : PE : : AB : OL-, dunque; 

il lato del polìgono regolare circosàrilto è quarlo proporzionale dopo 
rapolema del poligono simile inscrilto, il raggio, ed il lato dello 
stesso poligono inscritto. 

528. CoROLL.\Rio. Poiché il rapporto dei due lati de’ poligoni rego- 
lari simili, inscritto e circoscritto, è uguale al rapporto dell’apotema 
al raggio del circolo, e poiché i perimetri de’ poligoni simili stanno 
come i Iati omologhi (214.1."), si avrà anche che: il rapporto dei 
perimetri di due poligoni regolari simili, inscrilto e circoscritto ad 
un circolo, è uguale al rapporto dell’apotema del poligono inscritto 
al raggio del circolo. 

529. Scolio. Indichiamo con /, /' i due lati dei poligoni regolari si- 
mili, inscritto e circoscritto ad un circolo di raggio R; per l’apo- 

/H=! — li yj 4R2 — <2 

tema si ha: v '(-525); e quindi la pro- 

porzione: 

V 4M2 — 

^ : R dalla quale, 

2R ■ l 

"Il 

Supposto R — 1, si ottiene: V — ; formula colla quale, 

dato il lato del poligono regolare inscritto in un circolo .di rag- 
gio l,si ottiene il lato del poligono simile circoscritto. Da questa 
formula si avrebbe: 


pel lato del quadrato circoscritto: 
2 2^2 




2 (506). 
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pel Iato dell’esagono regolare circoscritto: 

2-1 2 




V 4 _ -I — V 3 • 

350. VII. Dall il raggio e U lato del po- 
ligono regolare iuscritlo, calcolare il lato del 
poligono regolare di un numero doppio di 
lati inscritto nello stesso circolo. 

Dati CE e AB, calcolare AE. 

Nel triangolo rettangolo AEF si ha (261); 

AE* = EF - ED zi: 2CE (CE — CD); 


E 



maCD CE* dunque AE^iz: 2CE (CE — \/cE^~i!^). 

e quindi : 

=: ^4ce'- ab-- 


AE 


331. Corollario. Supposto il raggio del circolo = 1, e indicando 
con «, a’ i due Iati del poligono regolare dato e del poligono re- 
golare di un numero doppio di lati inscritto nello stesso circolo, si 
avrà la formala: 

= 2 — V 4 — 


a' 


colla quale, si può sciogliere il problema proposto, nel caso che il 
l’aggio del circolo sia 1. 

Per eseiffpio, il lato del quadrato inscrìtto è 2; dunque: 
il Iato dell’ottagono regolare inscritto sarà: 

a' 1= V 2— V 4 — (V2)2 = V^— V 4 — 2 1= V ^2 — 0 , 763367123 ; 

il lato del poligono regolare inscritto 

di i6: a" — V^— (0,763367123)* zz 0,390180745 ; 

di 32 : a'^' zz “ '^4^(ò,390i8074ir)* zz 0,196034301 ; 

di 64: a'^ zz \^2 — V 4 — (0,i9603430i)^ zz 0,098131665 

ec-, ec. 
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352. Corollario. I)unque: dato il perimetro di'xm poligono re- 
golare inscritto in un circolo^ si possono sempre calcolare anche 
i perimetri de* poligoni regolari di un numero doppio di lati, inscritto 
e circoscritto allo stesso circolo. Vedesi infatti che per avere que- 
sti due perimetri basterà d.® dal lato dato del poligono regolare 
inscritto ■ calcolare mediante la formula del prob. VII il lato del 
poligono regolare d’ un numero doppio di- lati inscritto nello stesso 
circolo. 2.” Conosciuto questo lato, mediante la formala del prob. VI 
calcolare il lato del poligono regolare simile circoscritto; 3.° mol- 
tiplicare finalmente i valori dei due lati così ritrovati pel doppio 
del numero desiati del poligono dato; i due prodotti saranno i due 
perimetri domandati. 

333. .Vili. Trovare il rapporto della clreonferenza al diametro. 

Il rapporto della circonferenza al diametro, ossia il valore di z, 
si può avere da una delle due equazioni sopra ritrovate (321; 523)- 

C zz 27rR; A zz ttR^; 

sciolta infatti in entrambo la lettera :r, si ottiene; 

' • — . _ A. 

~ .2R ’ ^."7 R2 • 

■ ' ' ' ^ ' C A 

Il valore di ciascuna delle/ due espressioni e j che 

rappresentano il valore di tt, non si può ottenere che per ‘appros- 
simazione; ed il metodo, che si usa per avere questa approssima- 
zione, consiste essenzialmente nel supporre in una qualunque di 
<{uelle due espressioni un valore arbitrario per una delle due quan- ■ 
tità, che entrano a formarla, e nel calcolare dietro qu^a supposi- 
zione il valore delf altra. Da ciò vedesi che quattro possono essere 
i modi, onde si arriva alla soluzione del problema proposto, cioè: 

l.° Supporre un numerò, che rappresenta il valore d’ un raggio, 
e calcolare il valore della sua circonferenza. .* 

• 2.® Supporre un numero, che rappresenta il valore d’una circon- 
ferenza- e calcolare il valore del suo raggio. .. . 

5.® Supporre un numero, che rappresenta il valore di un raggio, 
e calcolare il valore dell’area del suo circolo. 

4.®. Supporre un numero, che rappresenta il • valore dell’area di 
un circolo e calcolare il valore del suo raggio. 

Noi scioglieremo adesso questo problema col primo de* quattro 
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metodi indicati; gli altri tre si possono vedere nell’ Appendice in 
fine di questo Trattato. Dunque: 

Supposto un numero, che rappresenta il valore del raggio di un 

« 

circolo, calcolare il valore della sua circonferenza. 

Cominciamo dal far osservare che, conosciuti il raggio di un 
circolo e i perimetri di due poligoni regolari simili, inscritto e cir- 
coscritto a quel circolo, si può anche sempre calcolare con una ap- 
prossimazione qualunque il valore della circonferenza dello stesso 
circolo. 

Infatti: indicando con P, p i perimetri dei due poligoni regolari 
simili, inscritto e circoscritto, e con P' e p‘ i perimetri dei due po- 
ligoni regolari simili di un numero doppio di- lati, .inscritto e cir- 
coscritto nello stesso circolo, abbiamo veduto che si ha sempre 
P' > P (316. ‘2’.), e p'.<p (317. 2.); dunque possiamo conchiudere: 
raddoppiando succéssivàmente il numero de’ lati dei due poligoni 
regolari, inscritto e circoscritto, i perimetri de’ poligoni regolari 
iscritti vanno successivamente aumentando sempre, e i perimetri 
de’ poligoni regolari circoscritti vanno successivamente sempre di- 
minuendo; e poiché il circolo resta sempre quello stesso, così e 
gli uni e gli altri de’perimetri si avvicinano sempre più alla circonfe- 
renza. Questa rimane pertanto sempre compresa fra i due perime- 
tri dei due poligoni; ’è sempre maggiore deU’uuo, dell’ inscritto, ed 
è sempre minore dell’altro, del circoscritto, e per conseguenza la 
sua differenza con ciascuno dei due perimetri simili deve essere 
sempre minore della differenza, che passa tra l’uno e l’altro di 
que’due perimetri. Quando adunque si sarà portata l’operazione 
tanto avanti, che i due perimetri non differiranno fra loro fino ad 
un certo ordine di cifre decimali, quando cioè i valori di que’due 
perimetri avranno fino a quell’ordine tutte le loro cifre uguali, 
prendendo il numero rappresentato da quelle cifre uguali, si deve 
avere un valore, che non può differire dalla circonferenza' fino a 
quello stesso ordine di cifre. Ora, poiché l’operazione del succes- 
sivo raddoppiamento de’lati dei due 'poligoni, inscritto e circoscritto, 
non ha alcun limite , così non ha alcun limite 1’ approssimazione, 
alla quale si possono portare i valori dei due perimetri, e per con- 
seguenza non ha alcun limite l’approssimazione, colla quale si 
può calcolare il valore della circonferenza. 
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Ciò premesso, ecco con qual seguito di operazioni si arriva ad 
ottenere il rapporto domandato con una data approssin>azione qua- 
lunque: 

t.” Si suppone un valore qualunque del raggio d’un circolo qua- 
lunque; per esempio, si sgppone il raggio d’un circolo uguale a t. 

‘2” Si suppongono due poligoni regolari simili, inscritto l’uno, 
r altro circoscritto a quel circolo e si calcolano i loro due peri- 
metri. Per es., supponiamo inscritto e circoscritto un quadrato. 

Il lato del quadrato inscritto nel circolo di raggio i è V 2 (306); 
il suo perimetro adunque è: 4 • V 2 m 5,6568540. 

II Iato del quadrato circoscritto al circolo di raggio 1' è ugua- 
le a 2 (306); il suo perimetro è adunque: 4 • 2 zz 8. 

5. Mediante le formule date da’ problemi VI e VII si calcolano 
i valori de’ perimetri dei poligoni regolari inscritti e circoscritti 
d’un numero successivamente sempre doppio di lati; per es., nel 
nostro caso si calcolano i valori de’ perimetri dei poligoni rego- 
lari inscritti e circoscritti di 8, 46, 52, 64... lati e si continua in 
quel calcolo fino a che si arriva a due valori, che non differiscono 
fra loro fino alla domandata approssimazione. Supposto , per es. , 
che si voglia portata l’approssimazione fino alla settima cifra de- 
cimale, si deve portare il calcolo fino a’ perimetri dei due poli- 
goni regolari di 32768 lati, come vedesi nella seguente tabella; 


NUMERO 
DEI LATI. 

PERIMETRI 

DEI POLItiONI INSCRITTI. 

PERIMETRI 

DEI POMGOM CIRCOSCRITTI. 

4 

5, 6568540 

8 

8 

6, 4229370 

6„ 6274170 

46 

6, 2428949 

6, 3651958 

52 

6, 2730976 

6, 3034498 

64 

6, 28 04686 

6, 28 82568 

428 

6, 28 25545 

6, 28 44472 

256 

6, 285 0284 

6, 283 5008 

512 

6, 283 4457 

6, 283 2642 

4024 

6, 283 4759 

6, 283 2050 


6, 2834 829 

6, 2831 902 

4096 

6, 28348 -47 

6, 28348 66 

8192 

6, 283485 4 

6, 283485 6 

46385 

6, 285485 2 

6, 283485 4 

32768 

6, 2834852 

6, 2831852 
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Arrivati al comune valore 6,2831852 per i due perimetri de’ po- 
ligoni, inscritto, e circoscritto, di lati 32768, trovato cioè che que’ 
due perimetri non differiscono fra loro fmo alla settima cifra de- 
cimale di quel numero, si concMude: anche la circonferenza non 
può differire da quel medesimo numero 6,2831852 fmo a quella 
settima cifra decimale, e per conseguenza, prendendo quel numero 
come valore della circonferenza del circolo di raggio 1, si ha un 
valore, che deve differire dal vero valore di una quantità d’^ordine 
inferiore a quello dei decimi milionesimi. 

• Basterà osservare la tabella per vedere che, volendo l’appros- 
simazione solamente fino alla sesta cifra decimale, basta portare 
il calcolo fino a’ perimetri dei poligoni di 819-2 lati e si ottiene 
il valore 6,283185; che, volendo T approssimazione solamente fino 
alla quinta cifra decimale, basta portare il calcolo fino a*^ peri- 
metri de’ poligoni regolari di 4096 e si ha il valore 6,28318, ec. 


4.® Finalmente; essendo tt zz — —, si divide il valore della cir- 

conferenza, determinato colle indicate operazioni, pel doppio del 
raggio supposto; cioè, nel nostro caso si divide il numero 6,2834852 
per 2. 1, ossia per 2 e si ha: 

6.2831S52 

TT =3 5,1415926. 


Dunque si conchiude: il rapporto della circonferenza al diametro, 
calcolato con approssimazione portata fino alla settima cifra deci- 
male è, : 3-, 1415926 : 1; ossia, un circolo di diametro 1 ha una cir- 
conferenza di lunghezza 3,1415926; e questo è un valore, che deve 
differire dal vero di una quantità minore di 1 decimo milionesimo. 

Conchiuderemo la soluzione di questo problema della rettifica- 
zione della circonferenza tanto famoso , e intorno al quale si sono 
esercitati gh sforzi de’ più sublimi matem^itici dalla pili remota 
antichità fino a’ nostri giorni, colle seguenti osservazioni: 

1. *^ Il richiesto rapporto è incommensurabile^ cioè non si può 
avere che per approssimazione: quello infatti, che si ottiene col me- 
todo sopraindicato, è veramente ri rapporto tra il perimetro del po- 
ligono inscritta o circoscritto ed il raggio del circolo, e quel perime- 
tro non può mai in alcun caso essere uguale alla cii’conferenza. 

2. “ L’approssimazione però, colla quale si può ottenere questo 
rapporto, può essere portata a quel qualunque alto grado, che più 


DIgitized by Google 


GEOMETRIA 


i04 

si desidera; vedesi infatti eh* essa dipende dal calcolo de’ perimetri 
dei poligoni, che si possono successivamente inscrivere e circo- 
scrivere al circolo, raddoppiando il numero de’ loro lati; calcolo, 
che non ha alcun limite, perchè nessuno ne ha la successiva di- 
^ isione d’ un arco per metà, divisione dalla quale dipende intera- 
mente quel calcolo. 

E infatti si ebbe la pazienza di portare il calcolo fino alla 440 
cifra decimale; le prime trenta cifre di quel rapporto sono le se- 
guenti: 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279. Per conoscere 
quanto sia il grado di approssimazione, alla quale si può portare 
il calcolo, usando solamente di quest’ ultimo rapporto, si osservi 
come per esso in un circolo, il cui raggio fosse di un quadrilione 
di metri, si avrebbe il valore della circonferenza tale, che non po- 
trebbe differire dal vero di un' millesimo di millimetro. 

Da questa semplice osservazione si deve conoscere, quanta possa 
essere 1’ approssimazione, a cui si arriva prendendo un numero di 
cifre oltre quelle trenta e potendo prenderne fino alle 140; così 
che questo problema, tanto studiato quando gli attuali metodi di 
approssimazione non erano ancora conosciuti, al predente è entrato 
nel numero delle quistioni oziose e senza alcuna utilità, perchè 
anche la conoscenza del rapporto esatto non potrebbe mai avere 
alcun vantaggio reale sopra quella del rapporto approssimato. 

22 

Archimede aveva già trovato per questo rapporto il numero 

« i 

aveva cioè calcolata 22 la circonferenza di diametro 7 ; .questo rap- 
porto, tutto che non sia esatto che fino alla 2.® cifra decimale 
(esso infatti è uguale al numero decimale 3,142857 ), può tut- 
tavia, attesa la sua grande semplicità, usarsi utilmente, e si usa 
anche, in moltissimi casi pratici, 

Adriano Mezio aveva trovato, per lo stesso rapporto il numero 

; rapporto, che corrisponde al decimale 3,141592 9203.... e che 

• 1 1 ) 

per conseguenza è esatto fino alla 6.“ cifra decimale inclusivamente. 

Ne’ calcoli ordinari si possono prendere le sole cinque prime cifre, 
e il rapporto 3,14159; o più semplicemente 3,1416; questo sarà 
il rapporto, che useremo in questo Trattato; l’errore, usando di 
esso, non può essere maggiore di 1 centesimo millesimo del rag- 
gio del circolo. 
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554. IX. Dalo il raggio d’qn circolo, trovare la lunghezza di 
un arco, del qiJtale è eonpsciqla P ampiezza, cioè 11 numero de* 
gradi, nilniili, ec. 

Abbiamo veduto che Del medesimo circolo le ampiezze degli 
archi sono proporzionali alle loro lunghezze (247), dunque, calcolata 
la intera circonferenza siccome un arco di ampiezza 560", e di lun- 
ghezza 2 t!R (521), &i avrà per un arco di ampiezza a e di lunghezza / 

la proporzione: 560 ; 2;:^ : : a : /; dalla quale l~ 2t:R • -r—j fer- 

mola, che scioglie il problema proposto della rettificazione d" un 
arco. 

535. Scolio. Nella pratica si può sempliGcare quella formula 
i nel modo seguente: 


560 : 27rR : : a : /; 


360 

2r 


: R : : a \ l\ 


360 


57,291 : R : : a : / = 


6,2832 
R - a 


: R :: a : l; 


37,291 

556. X. Dato II raggio d*un cireolo, trovare Pamplezza d’iin 
arco di lunghézza data. 

La proporzione 560 : 2::R :: a : l; dà per risposta; 


a — 560 • 


l 


27tR ’ 


l 


Usando della proporzione ridotta, si avrebbe azn 57,29i , 

K 

557. XI. Trovare il raggio, con cui è stato deserit|o un arco, 
del quale si conosce Iq luqgl|ez,za e Pamplezza. 

Dalla proporzione 560 : 27 tR :: o : l si ha per risposta: 

R = -i- ■ 


a 


In 


E dalla proporzione ridotta sì ha: 


R = 57,291 . 


a 


558. XII. Trovare la quadratura di un settore circolare. 

Dal teorema 6." del n." 520 si ha che la quadratura di un set- 
tore circolare è uguale al prodotto del suo arco nella metà del rag- 
Dunque dato un settore, Tampiezza del cui arco sia a, chia- 
mata 8 la sua area, si avrà: 


8 — 2t:R* 


a 

360 


R 


=:t:R2 


a 

360 
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Xill. Trovare la quadratura di un segmento circolare. 

La quadratura del segmento circolare minore 
del semicircolo, come, per es., ADBA, è uguale 
alla differenza delle quadrature del settore e del 
triangolo rettilineo corris^pondenli : 

ADBA = CBDAC — ACB. 

Im quadratura del segmento circolare maggiore 
del semicircolo, come, per es., FADBE,. è uguale 
alla somma delle quadrature del settore e del triangolo rettilineo 
corrispondenti : 

FADBE = CEBDAFC + ECF. 



340. XIV. Trovare la quadratura della corona circolare. 

Iax quadratura della corona circolare è uguale alla differenza 
delle quadrature dei due circoli, de' quali essa è la differenza. 
La quadratura della corona, che vedesi nella figura, sarà; 

ttAE^ — t:AB^ = T. (AE* — AB‘) = tiBE^ (168); 



dunque : la quadratura della corona circolare è 
uguale al rapporto moltiplicato nel quadrato 
della metà della corda massima della corona. 
La formula per la quadratura della corona è: 

C - (R — r ). 


chiusa da'due archi CE, BH simili, si ha dalla differenza delle qua- 
drature de’ due settori ACE, ABH; chiamata pertanto a l’ampiezza 
uguale de’ due archi, si ottiene per la quadratura domandata (338): 


ttR 


300 


— n r 


.300 


3 3 ^ 

TT (R — r ) . 


a 

300 


B » 



342. XV. Trovare la quadratura di un po- 
ligono convesso uilsliiineo qualunque» suppo- 
sto che le linee curve, che Io limitano, sieno 
archi di circolo. 

Condotte le corde AB, CE, il poligono misti- 
lineo proposto resta diviso in due segmenti cir- 
colari ed in un poligono rettilineo; si troAano 


Fig. U7. 
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e di quelli e di questo le quadrature, si addizionano insieme, la 
loro somma darà la quadratura del poligono proposto. 

542. Scolio. Le soluzioni di tutti questi problemi, che si*riferi- 
scouo alla circonferenza ed al circolo, si fondano sopra le proposi- 
zioni contenute nel n.° 520, coronario del teorema del n,° 518; e per 
conseguenza presentano quel medesimo carattere di geometrica esat- 
tezza, che si trova in quelle proposizioni medesime. Ora, poiché quelle 
proposizioni furono dedotte dalle corrispondenti già dimostrale perii 
poligoni regolari, sarebbe necessario che si fosse anche geometrica- 
mente dimostrato: il circolo è un poligono regolare, perchè anche 
esse potessero presentare ri carattere di verità geometricamente di- 
mostrate. Esse invece furono dedotte dal teorema: il circolo si può 
calcolare come un poligono regolare (518), teorema il quale, come 
ben si vede, rinchiude in sè la dimostrazione della proposizione con- 
traria: il circolo non è un poligono regolare; teorema, che sola- 
mente può condurre alla conclusione: la differenza tra il circolo e 
il poligono regolare si può ridurre minore di qualunque quantità as- 
segnabile, e quindi, calcolando il circolo siccome un poligono rego- 
lare, si deve avere un eiTore minore di qualunque assegnabile, l 
risultati adunque di que’ problemi, non potendo dare che un errore 
minore di qualunque assegnabile, si possono calcolare come veri 
ed esatti, e nel fatto sono tali; ma resterà però sempre che sa- 
ranno stati dedotti da principii mancanti nella loro dimostrazione 
di rigore geometrico, e che per conseguenza mancheranno essi 
pure dello stesso rigore geometrico nella loro dimostrazione. 

Però le proposizioni contenute in quel corollario, che noi per 
brevità e semplicità abbiamo preferito di dedurre da quel principio, 
si possono dimostrare con tutta l’esattezza geometrica; siccome ap- 
punto abbiamo voluto fare nell’Appendice in fine di questo Trattato. 
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LIBRO QUARTO. 

DEI POLIEDRI. 

DESCRIZIONI E NOZIONI GENERALI. 

« 

543. Superfìcie curva clicesì quella, che non è piana, nè coni- 
]K)sta di superficie piane. 

344. Superfìcie curva convessa è quella superficie , da ciascun 
punto della quale si può condurre un piano tangenziale, che la la- 
scia tutta da una parte. 

345. Piano. Una superficie su cui posata in qualunque direzione 
una retta, questa la tocca in tutti i suoi punti. 

346. Parallela ad un piano è una retta, quando, prolungata an- 
che airinfinìto, non lo incontra mai. 

547. Perpendicolare ad un piano è una retta, quando è perpendi- 
colare a tutte le rette condotte dal suo piede sullo stesso piano. 

348. Projezione di una retta sopra 
d’un piano è la retta, che sul piano 
unisce i due piedi delle due perpendi- 
colari abbassate dalle estremità della 
stessa retta. Se la retta è con una sua 
estremità sul piano, la sua projezione 
è la retta, che unisce quell’ estremità 
col piede della perpendicolare abbas- 
sata dall’altra estremità sul piano. Per esempio, la proiezione della 
retta AB sul piano MN è la retta BC. Vedremo più avanti ched’an- 
golo ABC, formato dalla retta AB colla sua projezione BG sul piano 
MN, è Tangolo, che misura la inclinazione della retta AC sullo stesso 
piano MN. 

549. Angolo diedro è l’angolo formato da due 
piani, che si incontrano. La linea nella quale s’in- 
contrano chiamasi lo spìgolo deWangolo^ i due Q 
piani si dicono le faccio dell' angolo. L’angolo 
diedro si indica col mezzo delle lettere collocate ^ 
agli estremi delle faccie, avvertendo di mettere, 
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quando si legge, in mezzo quelle, che ne formano lo spigolo; però, 
quando l’angolo diedro è unico e non si può confondere con altri , 
s’indica anche colle sole due lettere collocate alle estremità dello 
spigolo ; cosi, per es.,' dicesi l’angolo diedro PQRS o anche l’angolo 
diedro QR- 


360. Angolo, solido è lo spazio* angolare compreso da angoli 
piani aventi tutti il vertice 4n un medesimo punto ; quel punto di- 
cesi il vertice dell’angolo solido. 

Per formare un • angolo solido* occorrono almeno tre angoli 
j)iani. 

561. Poliedro dicesi il solido limitato da figure piane. 

Faccle del poliedro» diconsi le figure piane , che lo limitano. 

362. Il minimo numero delle facete di un poliedro è quattro ; 
il poliedro in tal caso chiamasi tetraedro. Dicesi poi pentaedro, 
esaedro, eptaedro.... dodecaedro..... icosaedro.... secondo che le fac- 
cia, che lo limitano, sono 6, 6, 7.... 12.... 20.... 


365. Poliedro convesso è quello, che è tutto situato da una me- 
desima parte di ciascuna delle sue faccia. 


364. Prisma è' un solido terminato da 
due poligoni uguali e parajleli e da tanti 
jiarallelogrammi, quanti sono i lati di detti 
poligoni. 

Basi» Si dicono i due poligoni ABCDE, 
GHLMP uguali e paralleli, che terminano il 
prisma. 



Superficie laferalel la somma dei parai- Fig. ibi. 

lelogramrni ABGF, BCHG, ec. 

Superficie totale; le due basi addizionate colla superficie laterale. 
. Altezza del prisma; è la perpendicolare condotta da un punto 
di una delle basi sul piano dell’altra. I lati AF, BG, CH... si dicono 
gli spigoli del prisma. . * 

366. Prisma retto; il prisma, i cui spigoli sono perpendicolari 
a’ piani, delle due basi; ciascun spigolo in questo caso misura l’al- 
tezza del prisma. 

366. Prisma obbliquo; quello, i cui spigoli non sono perpendi- 
colari a’ piani delle due basi. 
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557. Prisma regolare; quello, che, essendo retto, ha per basi 
<lue poligoni regolari. 

^ ^ I prismi sono triangolari (Fig. d50^, qua- 
\ j (Irangolari, pentagoni (Fig. 151), ec., se- 
condo che le loro basi sono due triangoli, 
0 quadrilateri, o pentagoni, ec. 

558. Parallelepipedo; il prisma che ha 
per basi due parallelogrammi (Fig. 152). 

359. Parallelepipedo retto:; quello, i cui 
spigoli sono perpendicolari alle basi. 

360. Parallelepipedo rettangolo; quello, che, essendo retto, ha 
per basi due rettangoli. 

361 Cobo 0 esaedro regolare ; il parallelepipedo terminato da 
sei quadrati uguali (Fig. 153). 

362. Piramide; il solido terminato da un 
poligono e da tanti triangoli quanti sono i lati 
del poligono, aventi tutti il vertice in uno 
stesso punto. 

Base; il poligono, che termina la piramide. 
Spigoli 0 lati. Sono le rette SA, SE, SD..., 
153. concorrenti tutte nel punto S. 

Vertice. Il punto S, in cui concorrono i lati o gli spigoli. 
SnpcrGcIe laterale; la somma de’ triangoli. 

Superficie totale; la superficie laterale addizionata colla base. 
Altezza; la perpendicolare abbassata dal vertice sul piano della 
base. 

Le piramidi sono triangolari (Fig. 154), qua- 
drangolari, pentagono (Fig. 155)... secondo che 
hanno per base un triangolo, un quadrilatero, 
un pentagono, ec. 

363. Piramide regolare o retta; la piramide, 
che ha per base un poligono regolare e nella quale 
la perpendicolare abbassata dal vertice cade nel 
centro di esso poligono regolare. 

Nella piramide regolare tutti i lati SA, SE, SD... 
sono uguali e tutti i triangoli SAE, SED, SDC... 
«ono uguali ed isosceli. I Iati infatti sono tutti ipo- 
tenuse de’ triangoli rettangoli SOA, SOE^ SOD.- 
uguali 



Fig. 15;. 


Fig. 
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Apolema. La perpendicolare abbassata dal vertice della piramide 
retta sopra la base di uno de’ trian},mli; per es., SX. L’apotema è 
sempre maggiore dell’alteiza SO della piramide, è sempre minore 
del lato 0 dello spigolo. 

364. Tronca dt piramide a basi parallele. Il 
solido, che resta, dopo tagliata una piramide con 
un piano parallelo alla base e levata la piramide 
superiore. Questo solido dicesi; 

363. Tronco di piramide retta a basi parallele, 
quando la piramide, che si taglia, è retta (Fig. d37). 

Nel tronco di piramide a basi parallele i quadri- j, 

Interi, che lo limitano, sono tanti trapezi!. 

Se il tronco è di piramide retta i detti trapezi! 
sono tutti uguali; e ia questo caso la retta XY, che unisce il punto 
di mezzo di un lato della base superiore col punto di mezzo del 
lato corrispondente nella base inferiore, è perpendicolare a’ due la- 
ti, misura l’altezza del trapezio e chiamasi Vapolema del tronco. 

Altezza del tronco di piramide retta a basi parallele. K la ret- 
ta, che unisce i due centri dei due poligoni regolari, basi del tron- 
co; per es., MN. 

566. Punti «immetrici. Due punti sono siaimelrici rapporto ad 
un piano, quando questo piano è perpendicolare sul mezzo della 
retta, che unisce questi due punti. Quel piane dicesi piano di sim- 
metria. 

367. Angoli golldi simmetrici. Diconsi quelli, che sono formati 
da un egual numero di angoli piani uguali , uniti fra loro in modo 
che gli angoli dell’uno sono collocati in ordine inverso di quello, 
secondo il quale sono collocati gli angoli corrispondenti dell’ altro. 
— Così, per es., supposto che i cinque angoli piani ASB, BSC, 
CSD, DSE, ESA, che formano l’angolo solido in S della fig. -153, 
Siena uguali rispettivamente a’ cinque angoli piani ASB, BSC, CSD, 
DSE, ESA, che formano l’angolo solido in S della figura 136, que' 
due angoli solidi sono simmetrici. Vedesi infatti che gli angoli pia- 
ni ASB, BSC, CSD... del primo souo collocati da destra a sinistra, 
mentre gli angoli corrispondenti ASB, BSC, CSD.... del secondo 
sono collocati invece da sinistra a destra di chi guarda la figura. 

368. Poliedri aJmmetricl. Due poliedri diconsi simmetrici rap- 
porto ad un piano, quando ciascun vertice degli angoli solidi del- 
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l’uDO ha per suo simmetrico il vertice dell’angolo solido corrispon- 
dente neU’altro. 

369. Poliedri ■gonli. Sono uguali due poliedri, quando hanno 
un egual numero di faccie uguali unite ad angoli solidi uguali. 

Gli angoli piani, che formano gli angoli solidi uguali, possono 
essere collocati nel medesimo ordine, o in ordine contrario , cioè 
simmetricamente. 

In tutti e due i casi i poliedri, come vedremo, sono uguali; nel 
primo caso essi si possono anche sovrapporre e per questo la loro 
uguaglianza dicesi uguaglianza per sovrapposizione. Nel secondo 
caso non si possono sovrapporre. e la loro uguaglianza chiamasi 
per simmetria, e i poliedi i stessi diconsi simmetrici, perchè, quando 
hanno i loro angoli simmetrici, possono sempre collocarsi simme- 
tricamente, e per conseguenza sono anche simmetrici per rapporto 
ad un piano. 

37U. Poliedri similL I poliedri formati da un egual numero di fac- 
cie rispettivamente simili, ugualmente collocate e unite ad angoli 
solidi uguali. 

37i. Poliedri cquivaleall.- Diconsi quelli, che hanno 'uguale la 
grandezza del loro volume, ossia uguale la loro solidità. • 

572. Solidità. È il rapporto della grandezza del volume di un corpo 
colla sua misura, o, con altre. parole, la misura del suo volume. 

373. tnltà di misura. Per li volumi è il cubo; per questo il rap- 
porto sopra indicato, ossia la solidità d’un corpo, la misura del suo 
volume, chiamasi anche cubatura. 

374. Si ammetterà facilmente- la verità di tutte le seguenti propo- 
sizioni, le quali si possono quasi considerare come altrettanti as- 
siomi. 

tutte le superficie curve, o composte di superficie piane 
e curve, che hanno i loro limili sopra le medesime linee e rivol- 
gono la loro concavità dalla medesima parte, è maggiore quella, 
che comprende le altre dentro di sè. ‘ ■ " 

2.“ Una linea retta, che ha due punti, sopra di un piano, deve 
avere anche tutti gli altri suoi punti sopra il medesimo piano. 

Questa proposizione deriva immediatamente dalla stessa defini- 
zione data del piano. 

5.* Per una retta si può far passare un numero infinito di piani. 
Proposizione evidente. 
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4. *^ Per due relfe^ che si tagliano^ si può far passare un piano; 
proposizione ugualmente evidente; 

5. ® e il pittilo , che si può far passare , è unico. 

Infatti, se per le due rette AE, DC si potessero 
far passare due piani, unendo due punti di quelle . 
due rette, per es.. A, C, mediante una linea retta, 
questa dovrebbe avere tutti i suoi punti sopra 
tutti e due i piani, il che è assurdo. F>g. iss. 

6. ® Dunque : tre punti., quando non sono in linea retta, determinano 
la posizione d’un piano; cioè, per tre punti, per es.. A, B, C non 
si può far passare che un piano. Infatti, se per que’ tre punti si 
potesse far passare più d’un piano, uniti essi tre punti colle due 
rette AB, BC, ne seguirebbe, che si potesse far passare più d’un 
piano anche per quelle due rette, il che è assurdo (prop. 5.®). 

7. ® Per due rette parallele si può sempre far passare un piano; 
ciò deriva dalla stessa definizione data delle rette parallele (-16); 

8. ® e il piano, che si può far passare, è ^ 
unico; infatti , se per le due rette parallele 
AB, CH si potesse far passare più d’un piano, ^ 
condotta la retta qualunque DC, ne segui- 
rebbe che si potesse far passare più d’un 
piano anche per i tre punti A, D, C, il che è assurdo 

9. ® La intersezione di due piani è una linea retta; se infatti in 
essa intersezione vi fossero tre punti, che non si trovassero in linea 
retta, essendo questi comuni a’ due piani, determinerebbero la loro 
posizione, cosi che entrambe dovrebbero averne una niedesima, os- 
sia i due piani dovrebbero confondersi in un solo, contro la ipotesi, 

10. ® Le intersezioni di due piani paralleli lagliati da un terzo 
piano som parallele. Se infatti quelle intersezioni non fossero pa- 
rallele e s’incontrassero, s’incontrerebbero con esse anche i due 
piani, de’ quali esse sono parti; il che sarebbe contro l’ipotesi. 

dd.® Se una retta è perpendicolare a due piani, questi sono pa- 
ralleli fra di loro. Se infatti s’incontrassero, preso un punto qua- 
lunque della loro intersezione e condotta da quel punto in ciascuno 
dei due piani una retta alle due estremità della perpendicolare, si 
avrebbe un triangolo, nel quale vi sarebbero due angoli retti, il cho 
è assurdo (d33). 

Geometria, ec. ' S 
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575. Due prismi sono uguali, quando avendo le loro basi uguali, 
e ugualmente collocate sopra uno stesso piano, hanìio due spigoli 
cor/ispondcnti uguali e paralleli. 

Siano FB, fb i due 
spigoli uguali e paral- 
leli, e le due basi EFHL, 
efhl, uguali, collocate 
ugualmente sul mede- 
simo pianò , cioè in 
modo che uno de’ suoi 
lati, per es., FH, si tro- 
vi nella stessa direzio- 
ne del lato corrispon- 
dente uguale fh \ es- 
sendo FB parallela per 

ipotesi a fb,- si potrà per le due rette FB, fb far passare un piano 
(574. 7.®), sul quale dovrà trovarsi tutta la retta FA, essendovi in 
esso i due punti F, f (574. 2.®); ma FB è parallela a fb, dunque 
l’angolo BFH zi: bfh suo corrispondente (426). 

' Ciò posto, si trasporti il prisma AH sopra l’altro prisma ah, si 
collochi il punto F in /’ e la base EFHL sopra la base uguale efhl; 
lo spigolo FB prenderà la direzione e si confonderà collo spigolo fb, 
e per conseguenza il parallelogramma FHDB coinciderà col paral- 
lelogramma fhdb ; lo spigolo HD si confonderà collo spigolo hd, e 
anche il parallelogramma LHDC coinciderà col parallelogramma Ihdc; 
lo spigolo LC si confonderà collo spigolo le, ec.; insomma tutte le 
faccie del prisma AH coincideranno colle corrispondenti faccie del 
prisma ah, e quindi i due prismi saranno uguali per sovrapposizione. 

376. Corollario 4.® Due prismi sono uguali quando, avendo le 
basi uguali, hanno due faccie contigue uguali e ugualmente col- 
locate. 

377. Corollario 2.®. Due prismi retti sono uguali quando, avendo 

le basi uguali e i lati di queste collocati nel medesimo ordine, 
hanno due spigoli e quindi le altezze uguali. .* 

378. Scolio. Le stesse dimostrazioni si possono fare anche per 
le piramidi. 
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379. Una retta perpendicolare a due rette condotte sul piano dal 
suo piede, è .perpendicolare a qualunque altra retta condotta dal 
suo piede sullo stesso piano. 

Se AB è perpendicolare alle due 
rette CH, EF, che passano pel suo 
piede B, è perpendicolare anche ad 
un’altra qualunque XY, condotta dal 
suo piede sullo stesso piano. 

Prendasi CB ~ BH , EB — BF ; 
si uniscano i punti C, F co’ pun- 
ti E, II; risultano i triangoli CBE, 

FBH uguali (97); quindi l’angolo 
BCD = BIIG , e per conseguenza 
uguali anche i due triangoli CDB, BGH; dunque: 

• CE =z FH, CD = GH; De"= FG; DB = BG. 

Unito il punto A co’ punti C, D, E, F, G, H, risultano i due 
triangoli C.AE, AFH uguali, perchè hanno i lati uguali; infatti 

CE = FH ; AC = AH e AE =: AF ; 

perchè rette egualmente distanti dalla perpendicolare AB (118. 2.'’). 
Dunque l’angolo ACE — AHF, e per conseguenza i due triangoli 
ACD, AHG uguali (97); dunque AD — AG; dunque il triangolo 
DAB — BAG (101), dunque l’angolo ABD — ABG, dunque AB per- 
pendicolare alla DG, ossia alla XY. c. s. d. d. 

380. COROIjLAKin l.° Si riconosce adunque ehe una reità è 
perpendicolare ad un piano, quando si trova che essa è perpen- 
dicolare a due rette condotte sul piano dal suo piede; in tal caso 
infatti pel teorema dimostralo adesso, essa è perpendicolare a qua- 
lunque altra retta condotta sullo stesso piano dal suo piede , e 
quindi perpendicolare a tutte le rette condotte sul piano dal suo 
piede , e perpendicolare al piano stesso secondo la data definizio- 
ne (374). 


A 
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38i. Corollario 2.° La perpendico- 
lare AC è la minima di tutte le rette, 
che dal punto A si possono condurre 
sul piano MN ; infatti, condotta dal pun- 
to A un’ altra retta 'qualunque AB e 
unito B con C, si ha il triangolo ret- 
tangolo ABC, nel quale AB è la ipote- 
nusa, dunque è maggiore del cateto AC; 
dunque: da un 'punto preso fuori d"un piano non si può abbassare 
al piano che una sola perpendicolare e questa 'misura la distanza 
(li quel punto dal piano. 

582. Corollario 3.° L’angolo ABC, formato dalla retta AB colla 
sua projezione sul piano, è il minimo di qualunque altro angolo, 
fatto dalla AB con qualunque altra retta condotta sul piano dal 
suo piede B. Infatti, condotta una qualunque altra retta BD, presa 
BI)=:BC e unito A con D; ne’due triangoli ABC, ABD si ha: AB co- 
mune, BC ~ BD e AC < AD, dunque anche ABC < ABD- (100); per 
questo, perchè è il minimo^ prendesi quell’angolo ABC a misurare 
la inclinazione della AB verso il piano; dunque: P inclinazione di 
una obbliqua ad un piano è misurata dalVangolo fatto dalla stessi 
obbliqua colla sua projezione sopra quel piano (548^. 
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383. Se una retta posta fuori di un piano è parallela ad uno 
retta collocata sul piano., essa è anche parallela a quel piano. 

Sia il piano MN e la retta CD in esso collocata; 
se AB è parallela a CD, sarà anche parallela al pia- 
no MN. 

Infatti, fatto passare il piano ABDC per le due 
rette parallele AB, CD, questa, la CD, sarà la in- 
tersezione dei due piani. La retta AB prolungala 
non può mai sortire dal suo piano , non può adun- 
Fig. 1C3. qyg incontrare il piano MN, che in un punto del- 
rintersezione CD; ma CD è parallela per ipotesi ad AB, non può 
adunque la AB incontrare il piano neppure in un punto di essa CD, 
dunque in nessuno, dunque è parallela al piano. 
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584. C0R0L.Ij.\R10 1 Si rirraosec adunque elie una rella è paral- 
lela ad un plano, quando si trova parallela ad una retta qualun- 
que, che giace sul piano stesso, e quindi quando, fatto passare per 
fssa rett^ un piano, che taglia il primo, si trova che essa retta è 
parallela alla intersezione dei due piani. 

385. Corollario 2." Dunque; da un punto qualunque preso si pr 
di un piano, non si può sul piano condurre che una sola parallela 
ad una rella posta fuori del piano. Il punto infatti preso sul piano 
e la retta posta fuori determinano la posizione del solo piano, che si 
può far passare per quel punto e per quella retta, e quindi deter- 
minano la intersezione, ossia la sola parallela, che si può condurre 
in quel piano (374. 6.“). Così egualmente ; per un punto posto fuori 
d’un piano non si può condurre ad una retta collocala sul piano, 
che una sola parallela. 

386. CoROLL-ARio 3.” Dunque, se da un 
punto preso sopra di un piano si con- 
duce una parallela ad una retta collo- 
cata fuori del piano, essa parallela deve 
trovarsi tutta sul piano. Infatti , se po- 
tesse essere parallela alla AB la CO, si- 
tuata fuori del piano MN, fatto passare un 
piano perle due rette parallele (374. 7.“) 

AB, CO, anche la intersezione CD di ^ 

questo col piano MN, dovrebbe essere ng. lev. 

parallela alla AB, e ne seguirebbe che da un punto C di un piano 
ABDC si potessero condurre due rette CO , CD pa’’allele ad una 
altra AB situata nello stesso piano, ii che è assurdo (121). 
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387. Se una retta è perpendicolare ad un piano, qualunque sua 
parallela è perpendicolare allo slesso piano; e reciprocamente, se 
due rette sono perpendicolari al medesimo piano, sono paralleli- 
fra di loro. 

• 1 ." Sia il piano MN e la retta AB ad esso perpendicolare nel pun- 
to B; preso un punto qualunque C e innalzata (a CH parallela ad 
AB, dico che anche la CH sarà perpendicolara #1 piano MN. 
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Infatti, condotte nel piano delle due pa- 
rallele le due rette AC e BG, e sul piano MN 
la ECO perpendicolare alla BC, presa EC~CD 
e uniti i punti À, B co’ punti E, D^i hanno 
i due triangoli rettangoli BCE, BCD uguali; 
dunque BEz=BD, e quindi uguali anche i due 
triangoli rettangoli AEB, ADB e AEzzAl); 
per conseguenza il triangolo AEG zz ACD 
(dOl) e l’angolo ACE = ACD e DE per- 
Fig. 4 65. pendicolare ad AC; ma DE è perpendicolare 
anche a BC per costruzione, dunque è anche perpendicolare al piano 
ABCH (380) e quindi perpendicolare anche alla CH. Dunque la CH 
è perpendicolare alla BC (perchè è parallela alla AB, perpendicolare 
a BC [i27]), ed anche alla ED, dunque è perpendicolare al piano MN. 

2.° Siano le due rette BA, CH perpendicolari al piano MN, 
dico che saranno parallele fra di loro. Infatti, se non fossero pa- 
rallele e prolungate s’incontrassero, quelle due rette colla terza BC, 
che unisce i loro piedi, formerebbero un triangolo con due angoli 
retti; il che è assurdo. 

388. Corollario i.’’ Dunque: Due rette pa- 
rallele ad una, terza,, situala anche fuori del 
loro piano,, sono parallele fra di loro. Siano 
le due rette AB, EP parallele ciascuna alla CD, 
fuori del loro piano. Condotto un piano PQ 
perpendicolare alla retta CD, essendo AB, EF 
parallele alla CD, sarà quel piano perpendi- 
colare anche a ciascuna delle due AB è EF : per conseguenza le 
due AB e EF, essendo perpendicolari al medesimo piano, saranno 
parallele fra di loro. 

« 589. Corollario 2.® Le rette perpendicolari a due 
piani paralleli som uguali. Siano le due rette AC, 
HD perpendicolari a’ due piani MN, PO, paralleli fra 
di loro; sarà anche ACzzHD. 

Infatti, essendo le due rette perpendicolari al me- 
desimo piano saranno parallele fra di loro, e per essè. 
si potrà far passare il piano AHDC; le due interse* 
zioni AH, DC di questo co’due piani MN, PQ sqnopa- 
Kìg: 467. ' rallele (374. 40.“); dunque la fig. AHDC è un paralle- 
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logramina, dunque AC = HD. Vedeai adunque che si può con- 
chiudere; due piani paralleli sono ugualmente distanti in tulli i 
loro punti. » 

390. Scolio. Si osservi che la proposizione del corollario pre- 
cedente può essere enunciata più generalmente ; le rette parallele 
comprese fra due piani paralleli sono uguali. 

TKORE.MA 

391. Se due angoli collocati in piani differenti hanno i loro lati 
rispettivamente paralleli e colle aperture rivolle dalla medesima 
parte, -l.“ sono uguali; 2.° hanno i loro piani paralleli. 

\ .” Prendasi BA — El) e BC zz EF e si congiun- 
gano i punti B, A, C co’ rispettivi punti E, D, F; ri- 
sultano i parallelogrammi BCFE e BADE (139. 3.®); 
dunque CF uguale e parallela a BE, e AD uguale e 
parallela a BE; dunque CF uguale e parallela ad 
AD, dunque ACFD è un parallelogramma, dunque 
ACzzDF, e il triangolo ABC riDEF (101) e quindi 
anche l’angolo ABC = DEF. 

2.® Si abbassi dal punto B la BO perpendicolare al piano DEF 
e si conducano da 0 le rette OH, ÒL rispettivamente parallele 
alle rette ED, EF; esse saranno anche rispettivamente parallele 
alle due BA , BC (388) ; dunque OB sarà perpendicolare alle due 
rette BC, BA (127) e quindi perpendicolare al piano BAC (380); 
ma la OB per costruzione è perpendicolare anche al piano DEF, 
dunque i due piani BAC, DEF sono paralleli (374. 11.“). 

392. Corollario 1.® Mlevra deir angolo 
diedro. Nello spigolo dell’angolo diedro MQ 
presi due punti qualunque B, E e condotte 
da que’ punti le rette BA, ED perpendicolari 
allo stesso spigolo MQ nel piano PO, e le al- 
tre due rette BC, EF perpendicolari anche 
esse a MQ nel piano MN, le due rette BA, 

BC saranno rispettivamente parallele alle due 
rette ED, EF e sarà per conseguenza l’an- 
golo ABC zz DEF. Dunque l’angolo rettilineo, che viene formato 
dalle (iuò rette, condotte da un punto dell’intersezione ne’ due piani 
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])erpendicolannente alla stessa intersezione, è sempre uguale, qua- 
lunque sia il punto deU’intersezione; dunque quell’angolo è unico; 
dunque ìà-misura dell' angolo diedro si ottiene dalC angolo retti- 
lineo^ formato dalle due rette condotte da un punto qualunque dello 
spigolo ne* due piani perpendicolarmente allo spigolo. 

393. Corollario 2.® Dunque in 
un prisma retto (Fig. i7i) gli an- 
goli rettilinei FEG, EGH, ec., delle 
basi misurano gli angoli diedri DE, 
CG,ec., delle faccie corrisponden- 
ti ; ed in un prisma obbìiquo ( Fi- 
gura i 70), condotto un piano EHGF 
perpendicolare agli spigoli, gli an- 
goli rettilinei EHG, HGF, ec., for- 
mati da’ lati della figura risultante 
da quella sezione, misurano gli angoli diedri OD, PC, ec. , delle 
faccie corrispondenti. 

394. Corollario 3.® Se una retta è per- 
pendicolare ad un piano , qualunque piano 
condotto per essa retta è pure perpendicolare 
a quel piano. Se infatti GE è perpendicolare 
al piano MN nel punto E, fatto passare per 
essa il piano XY, e condotta sul piano MN 
dal punto E la EC perpendicolare all’ inter- 
sezione PY, l’angolo GEC sarà la misura del- 
l’angolo diedro PY; ma GEC è retto (347), dunque è retto anche 
l’angolo diedro PY, dunque XY perpendicolare a MN. 

^95. Corollario 4.® Se un piano XY è perpendicolare ad un altro 
piano MN, qualunque retta GE, situata in esso piano XY e perpendi- 
colare all’ intersezione PY, è perpendicolare al piano MN. Infatti, 
condotta nel piano MN la EC perpendicolare anch’ essa alla inter- 
sezione PY, r angolo GEC sarà la misura dell* inclinazione dei due 
piani XY, MN ; ma questi per ipotesi sono perpendicolari, dunque 
l’angolo GEC sarà retto ; dunque GE perpendicolare ad EC, ma GE 
è perpendicolare per ipotesi anche a PY, dunque è perpendicolare 
anche al piano MN (380). 

396. Corollario 5.® Se l’angolo rettilineo misura l’angolo diedro, 
le proprietà dimostrate per gli angoli rettilinei devono convenire 
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anche agli angoli diedri, misurati da quegli angoli rettilinei; e per 
conseguenza si avrà: 

La somma degli angoli diedri adiacenti è uguale a due an- 
goli retti. 

2." Gli angoli diedri opposti al vertice sono uguali. 

E se due piani paralleli sono tagliati da un terzo; 1.“ la som- 
ma degli angoli diedri interni o esterni dalla stessa parte è uguale 
a due retti; 2." gli angoli diedri alterni interni, o alterni esterni, 
o corrispondenti sono uguali ; e per conseguenza : 

397. Si rleonogee che due plani sono paralleli fra loro, quando, 
tagliati i due piani con un terzo piano, si trova che o l.°la somma 
degli angoli diedri interni o esterni dalla stessa parte è ugnale 
a due retti; o 2.” gli angoli diedri alterni interni, o alterni esterni, 

0 corrispondenti sono uguali fra di loro. 

Anche la proposizione del n.° 389 può somministrare un mezzo 
per riconoscere il parallelismo di due piani; due piani sono para!- 
'leli, quando le perpendicolari, abbassale da due punti qualunque di 
uno di essi sopra l’altro, sono eguali. 

Finalmente abbiamo veduto che quando una retta (e quindi un 
piano condotto per essa retta) è perpendicolare a due piani, que- 
sti devono essere paralleli fra di loro (374. il.®); dunque si po- 
trà ancora riconoscere che due piani sono paralleli, quando si 
trova che una retta (o un piano) è perpendicolare a tutti e din; 
qm’ piani. 

TEOREMA 

398. In un angolo triedro la somma di due angoli piani è mag- 
giore del terso. 

Se i tre angoli piani XAY, XAZ, YAZ sono 
uguali, la proposizione è evidente per sè stessa. 

Supponiamo adunque uno di essi, peres., 

XAZ > X.\Y. Prendasi dall’ angolo XAZ una 
parte uguale a XAY, sia questa XAM; e sopra 

1 due lati AY, AM prendansi le due parti ugua- 
li AE, AC; conducasi da E nel piano XAZ la 
retta quaktpqne Bl) e si unisca il punto C co 
due punti B e D. l due triangoli ABC, .\BE, sono 



Digitized by Google 



GEOMETRIA 


/ 


122 

uguali: perchè AB comune; AE — AC e l’angolo BAE — BAC per 
costruzione ; dunque BE = BC ; ma BD < BC + CD, dunque ED < CD. 
Ora ne’ due triangoli DAC, D.\E si ha: DA comune, AC = AE e 
CD > ED. dunque anche l’angolo CAD > DAE (100); dunque 
anche 

BAC t CAD > BAE f DAE; ossia BAC + CAD > BAD. 
TEOREMA 



399. La somtna degli angoli piani, che compongono 
un angolo solido convesso, è minore di quattro an- 
goli retti. ‘ 1 

Sia l’angolo solido S; tagliato esso con un piano 
qualunque, si avrà la sezione ABC DE e il solido ■ 
SABCDE; preso un punto 0 dentro del poligono 
ABCDE e condotte le rette 


0.\, OB, OC, OD, OE, si a\TÙ: 


nell’ angolo triedro in D; EDC, ossia EDO + ODC <SDE + SDC; 

in C; DCB, ossia DCO + BCO < SCD + SCB ; 
in B ; CBA, ossia CBO + ABO < SBC + SBA; 
in A; BAE, ossia BAO + EAO < SAB + SAE; 
in E; AED, ossia .AEO DEO < SE A + SED; 
dalle quali addizionate insieme si conchiude: la somma di tutti gli 
angoli alla base de’ triangoli del poligono ABCDE è minore della 
somma degli angoli alla base de’ triangoli del solido SABCDE. Inol- 
tre, il numero de’ primi triangoli è uguale al numero de’ secondi, 
dunque la somma di tutti gli angoli de’ triangoli del poligono deve 
essere eguale alla somma di tutti gli angoli de’ triangoli del soli-; 
do ; adunque, poiché la somma degli angoli alla base del poligono 
è minore della somma degli angoli alla base del solido, resta che 
la somma degli angoli al vertice del solido sia minore della somma 
degli angoli al vertice del poligono, ossia resta che la somma degli 
angoli in S sia minore della somma degli angoli in 0; ma gli an- 
goli in 0 sono uguali a 4R, dunque la'somma degli angoli in •$' 
deve essere minore di quattro angoli retti. 

400. Corollario. Quante specie «li peiicdri vi 

Da questo teorema e dal principio, il quale stabilisce che, occorrono, 
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almeno tre angoli piani per formare un angolo solido, segue che- 
non si possono avere che sole cinque specie di poliedri regolari: 
cioè: l.“il tetraedro regolare, formato da quattro triangoli equila- 
teri; in questo ciascun angolo solido è formato da 3 angoli piani, 
ciascuno di 60”, dunque la somma degli angoli piani in esso è 
di i80“; 2.® V ottaedro regolare, formato da 8 triangoli equilateri, 
e ciascun angolo solido da 4 angoli piani, ciascuno' di 60”; dunque 
in tutti 240”; 3.” V icosaedro regolare, formato da20 triangoli equi- 
lateri, e ciascun angolo solido da 5* angoli piani, ciascuno di 60”, 
dunque 300” in tutti ; 4.” l’ esaedro regolare, formato da 6 qua- 
drati, e ciascun angolo solido da tre angoli piani, ciascuno di 90”, 
dunque 270” in tutti; 5." il dodecaedro regolare, formato da do- 
dici pentagoni regolari, e ciascun angolo solido da 3 angoli piani, 
ciascuno di i08”, dunque 324” in tutti. 

Un angolo solido con 6, o piti triangoli equilateri (6. 60”=; 360”)... 
con 4 o più quadrati (4. 90” = 360"), con 4 o più pentagoni regolari 
(4. 108”= 432”), con tre o più esagoni regolari (3. 120"=36Ò”). ec., 
è impossibile; dunque, oltre i cinque sopra indicati, è impassibile la 
costruzione di altri poliedri regolari. 

TEOREMA 

401. Se i tre angoli piani di due angoli solidi triedri sono ri- 
spettivamente uguali, gli angoli diedri corrispondenti sono pure 
uguali. 

Siano i due angoli triedri A, B; e siano 
gli angoli piani MAN, NAP, MAP rispettiva- 
mente uguali agli angoli piani XBY, YBZ, 

XBZ; dico che l’angolo diedro AN = BY, 
l’angolo AM = BX, e AP = BZ. 

Infatti, prese sopra i due spigoli AN, BY 
due parti eguali AC, BG, e fatti passare per 
i due punti C, G due piani perpendicolari agli spigoli AN, BY, si 
hanno i due triangoli rettangoli U.\C, ACE uguali rispeltivameute 
a’ due FBG, BGK (122. 2."); dunque: CD = FG, CE = GH; 
AD = BF, AE = BK; e quindi il triangolo DAE = FBK (97); 
dunque DE = FK e il triangolo DCE = FGK; dunque l’angolo 
DCE = FGK; ma questi due angoli misurano i due angoli die- 
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dri AN , BY (392), dunque 1’ angolo diedro AN rr BY. Con una 
eguale costruzione e dimostrazione si conchiudono uguali gli altri 
due angoli diedri. 

402. Corollario i. Due angoli triedri sono uguali, quando 
hanno due angoli piani rispetlivamente uguali compresi da un an- 
golo diedro uguale. Infatti, portato un angolo triedro sopra l’altro, 
in modo che i due spigoli degli angoli diedri uguali coincidano, i 
due angoli piani uguali dell’uno coincideranno co’ due angoli piani 
uguali dell’altro e per conseguènza anche il terzo angolo piano jli 
uno coinciderà col terzo angolo piano deU’altro, ossia anche il terzo 
angolo dell’uno sarà uguale al terzo angolo dell’altro, e per con- 
seguenza i due angoli triedri coincideranno in tutte le parti , e 
saranno uguali. 

2. Due angoli triedri sono uguali, qmado hanno un angolo piano 
uguale adiacente a due angoli diedri rispettivamente uguali. Si di- 
mostra^ anche in questo caso per sovrapposizione, che anche gli aS 
tri due angoli piani di uno coincidono rispettivamente cogli altri 
due angoli piani dell’altro e che quindi sono uguali i due angoli 
triedri. 

3. Due angoli triedri sono uguali, quatido sono formati da tre 
angoli piani rispettivamente uguali. In tale ipotesi infatti gli angoli 
diedri, che li formano, sono uguali, e quindi ancora si possono so- 
vrapporre i due angoli solidi, i quali per conseguenza sono uguali. 

403. Scolio Questi teoremi ci portano pure a conchiudere 
agli altri seguenti, che si riferiscono all’uguaglianza di due te- 
traedri, ossia di due piramidi triangolari. 

Due tetraedri sono uguali quando hanno tre faccie rispet- 
tivamente uguali. Se D.\C, DAE, C.AE sono rispettivamente uguali a 
FBG, FBK, GBK , i due tetraedri ADCE, BFGK sono uguali. 

Infatti, l’angolo triedro A=B (402. 3.®). Dunque, sovrapposto il 
tetraedro DACE sopra FBGH, l’angolo triedro A coinciderà colt’an- 
golo triedro B, e i punti 1), C, E, cadranno né’ punti F, G, K, e 
per conseguenza la faccia DCE =i FGK e quindi anche gli angoli 
triedri C, D, E uguali rispettivamente agli angoli triedri G, F, K ; 
dunque i due tetraedri sono uguali. 

2.“ Due tetraedri sono uguali, quando hanno due faccie uguali 
comprese da un angolo diedro uguale. Colla sovrapposizione dei 
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dell’altro 'e quindi eguali i due tetraedri. 

5.” Due tetraedri sono uguali., quando hanno una faccia uguale 
adiacente a due angoli diedri uguali. Colla sovrapposizione si di- 
mostrano altre due faccie di uno uguali a due altre faccie del- 
r altro e quindi uguali i due tetraedri. 

404. Scolio 2.“ Sia l’an- 
golo solido SAIÌB, e l’altro 
angolo solido sabd, formato 
dal prolungamento degli spi- 
goli del primo. I tre angoli 
piani di questo sono uguali 
rispettivameute a’ tre angoli 
piani del primo (94), dun- 
que anche gli angoli diedi i 
dell’uno saranno uguali agli 
angoli diedri rispettivi dell’altro (401). I due angoli solidi così di- 
sposti sono simmetrici (367). 

Infatti, in que’due angoli solidi gli angoli piani dell’uno sono 
collocati in ordine inverso a quello, secondo il quale sono collo- 
cati gli angoli piani uguali dell’altro; come si potrà conoscere piu 
facilmente, confrontando con l’angolo SABD l’angolo solido sa'b'd', 
il quale è lo stesso sabd, distaccato dall’aUro e collocato col suo 
vertice in alto. 

Per questo i due angoli solidi SABD, sa'b'd', tuttoché uguali, 
in tutte le loro parti, pure per la disposizione diversa de’ loro an- 
goli piani non possono sovrapporsi l’uno all’altro, siccome abbiamo 
fatto degli angoli solidi del numero 402 le cui faccie erano collo- 
cate nel medesimo ordine. Però è evidente che lo spazio angbiarc 
compreso dagli angoli piani dell’uno deve essere uguale allo spa- 
zio angolare compreso dagli angoli piani deU’altro, e ({uindi devesi 
ritenere che i due angoli solidi, quantunque non si possano so- 
vrapporre, sono uguali. 

405. Scolio 5." i due tetraedri SABC, sabc simmetrici non si 
possono sovrappon’e; dimostreremo più avanti che aneli’ essi sono 
uguali. Intanto faremo osservare come, considerale siccome basi 
de’ tetraedri due faccie uguali qualunque, per es. , ABC, abe, !e 
loro altezze SM, sm devono pure essere uguali. — Infatti, si pro- 


i( 
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lunghi la perpendicolare SÉ 
di una quantitàMS'zzSM,e 
si unisca il punto S' co’ pun- 
ti A, B, C. Si avrà S' A iziSA, 
perchè ipotenuse de’ trian- 
t goli rettangoli uguali AMS, 
AMS' uguali; e così ugual- 
menteS'C=SCeS’B=iSB. 
Dunque le faccie S'AC , 
S'AB , S'CB sono rispetti- 
vamente uguali alle faccie 
SAC, SAB, SCB, e per con- 
seguenza sono rispettiva- 
mente uguali alle faccie saCf sab, scb del tetraedro sabc. Ora, 
confrontato il tetraedro sabc col tetraedro S'ABC, si trova che 
essi due hanno tutte le loro faccie uguali e collocate nel medesimo 
ordine; dunque, sabc si può sovrapporre a S'ACB, ed è ad esso ugua- 
le (405. l.°); e quindi anche ^mzzS'M e per conseguenza = SM; 

« 

dunque: due tetraedri sioime! rici hanno le basi e le altezze uguali. 

40o. Corollario. i.° Gli angoli solidi formati da spigoli rispetti- 
vamente paralleli e diretti tutti nello stesso senso, sono uguali. 

2.® Due angoli solidi formati da spigoli rispettivamente paralleli 
sono simmetrici, se gli spigoli dell’uno sono tutti diretti in senso 
contrario degli spigoli dell’altro. 

TEORElMA 



407. In un parallelepipedo : d.° le faccie opposte sono uguali e 
parallele; 2.° gli angoli opposti sono simmetrici; 3.° le diagonali 
si tagliano per metà. 



FIg. 17 8. 


l.° Sia il parallel. AG; dico che DAEH è 
uguale e parallela a CBB"G; e DCGH uguale 
e parallela a ABFE. 

Infatti, l’angolo DHE = CGF (391. d.°); il 
lato DH = CG e HE = GF; dunque il paral- 
lelogramma DAEH = GBF’G. 

Inoltre, essendo i due lati DH, HE, che for- 
mano l’angolo DHE, paralleli rispettivamente 
a’ due lati CG, GF, che formano l’angolo CGF, ^ 
anche il piano DAEH sarà parallelo al piano 
CBFG (39d. 2.°). 
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Nello stesso mòdo si dimostra DCGF uguale e parallela a ABFE. 

2” Gli angoli opposti sono simmetrici; perchè hanno i loro spi- 
goli rispettivamente paralleli e diretti in senso contrario (406. 2.°). 

2.“ Le due diagonali AG, CE del parallelepipedo, sono diagonali 
del parallelogramma ACGE, dun [ue si tagliano per metà; le due 
diagonali AG, DF del. parallelepipedo sono diagonali del parallelo- 
gramma DAFG, dunque anch’esse si tagliano per metà; così le al- 
tre due diagonali BH, AG si tagliano per metà; dunque tutte e 
quattro si tagliano in un medesimo punto 0; il quale si può calco- 
lare siccome il centro del parallelepipedo. 

408. CoROLLAKio. Dunque: in un parallelepipedo si possono pren- 
dere come basi due qualunque delle faccie opposte. 

409. Scolio. Si osservi che, se il parallelepipedo è retto, gli 
angoli opposti sono uguali per sovrapposizione. Ciascuno infatti di 
essi è formato da un angolo della base del parallelepipedo e da 
due angoli retti ; dunque in ciascuno l’angolo della base deve ne- 
cessariamente trovarsi in mezzo a due angoli retti, e per conse- 
guenza devono gli angoli piani di eutrambo avere la ihedesima 
disposizione, e gli angoli solidi possono sovrapporsi e sono uguali. 

Da ciò segue che, fatto passare per le due diagonali AC, EG 
un piano, questo divide il parallelepipedo retto in due prismi retti, 
i quali hanno le basi uguali, co’ Iati disposti nel medesimo ordine, 
ed uguale l’altezza, e i (juali per conseguenza possono sovrapporsi 
e sono uguali (377). 


TEORE.MA 

410. In un parallepipedo rellatigolo il quadrato di una diagonale 
qualunque è uguale alla somma de' quadrali dei tre lati, che for- 
mano un suo angolo solido. 

Nel parallelepipedo AG, supposto rettangolo (360) si avrà; 

.4G^ — CU® + CB* -1- CG®. 

Infatti, dal triangolo rettangolo ACG si ha: 

AG® = AC® fW®; ma AC® == AB®+ CB® (essendo 
AB® ~ CU® ) — CU® + CB ® , dunque : 

AG® == CD® -e CÌi® + CG®. 
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411. Corollario 1.® DuiiiQe: in un parallelepipedo rellantjolo le 
diagonali sono lulle eguali. 

412. Corollario 2.“ Supposto AG un cubo, si avrà: 

Ci) — CB^: CG, e per conseguenza: AG^ = 3CG* 

f quindi AG — CG V.j; dunque AG ; CG ^3 : 1, e quindi; In 
dingotiale di un cubo è incommensurabile col lato dello slesso cubo. 


TEOREMA 


413. La sezione parallela alla base di un prisma uguale 
alla base. 

Se la sezione EFGII è parallela alla base LMNP 
sarà; EFGH = LMNP. 

Infatti, se il piano EFGH è parallelo a LMNP 
le rette HE, EF, FG, GH sono parallele rispettiva- 
mente alle rette PL, LM, MN, NP (374. 10.*); dun- 
([ue i quadrilateri HELP, EFML, GFMN, HGNP, 
sono parallelogrammi (139. 1.®); dunque i lati 
HE, EF, FG, GH sono uguali rispettivamente a’ 
lati PL, LM, MN, NP (IW. 2.“). Inoltre l’angolo 
EHG è uguale alPangolo LPN (391. 1.®); cosi 
gli angoli: HEF = PLM, EFG = LMN, 
FGH — MNP; dunque la figura EFGH ha i 
lati e gli angoli uguali a’ iati e agli angoli 
della base LMNP, duuque è ad essa uguale, 
c. s. n. D. 

414. Corollario. Due sezioni HGFE,P0RN, 
di un prisma, parallele fra di loro, sono ugua- 
li , anche se non sono parallele alla base del 
prisma. 


a 










K. 

X 



N 



Fig. I7S. 



Kig. I8J. 


TEOREMA 


415. / prismi retti di egual base stanno nella diretta degli spi- 
goli, ossia delle altezze. 

Siano i due prismi retti AG, EN; questi, avendo per ipotesi le 
loro basi eguali, ed essendo retti, si potranno sempre collocare uno 
sopra l’altro, come vedesi nella figura. 
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Supponiamo le due altezze AE, EL commensurabili e sia, per 
esempio, la comune misura contenuta tre volte nello spigolo AE 
e due nello spigolo EN; avremo la proporzione: 

1.* AE : EL :: 5 : 2. 

Fatti passare per tutti i punti di divisione dei due spigoli de’ 
piani paralleli alla base e fra di loro, le sezioni risulteranno tutte 
eguali alla base e fra di loro; il prisma AG resterà diviso in tre 
prismi uguali e il prisma EN resterà diviso in due prismi uguali 
fra di loro e a’ tre del prisma EN (377); si avrà adunque la pro- 
porzione ; 

2.® Pris. AG : Pris. EN : : 3 : 2; 
e questa, confrontata colla prima, darà la proporzione: 

Pris. AG : Pris. EN : ; AE : EL. 

Nel caso che i due spigoli fossero incommensurabili, si dimostre- 
rebbe la stessa proporzione, con un metodo simile a quello tenuto 
nel n.° i49 pel caso de’ parallelogrammi. 

TEOREMA 


416. Im sezione parallela alla base di um piramide 
alla base. 

Se il piano della sezione ARCO è parallelo 
alla base EB^GH, sarà ARCO simile a EFGH. 

Se il piano ARCO è parallelo a ICFGH le ret- 
te DA, AR, RC, CD sono rispettivamente paral- 
lele alle rette HE, EF, FG, GH (374.10.®); dunque 
i triangoli SAD, SAR, SRC, SCD sono rispettiva- 
mente simili a’ triangoli SEH, SEF, SFG, SGH 
(198), per cui avremo le proporzioni seguenti: 


è simile 



Fig. 19 


DA ; HE :; SA : SE 

AR : EIT :: SA : SE; dunque: DA : HE :: AR : EF. 

AR : EF : ; SR : SF 

RC:FG:;SR;SF; dunque: AR : EF :: RC : FG. 

RC : B^G :: SC : SG 

CD : GH :: SC : SG; dunque : RC : FG ;: CD : GH. 

I lati adunque della figura ARCD sono proporzionali a’ lati della 
base EFGH. Inoltre gli angoli A, R, C, D, sono uguali agli angoli 

Geomelria, oc. a 
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K, F, G, H (39-1. -1.®) dunque la figura ABCD .è simile alla base 
EFGH (7Ó). c. 6 D. u. 

417. Corollario 1.® La piramide SDABC è simile all’intiera pira- 
mide SEFHG (370); dunque: se si taglia una piramide con un piano 
parallelo alla òase., la piccola piramide, che si ottiene supemor- 
mente, è simile alV intiera piramide. • 

418. Corollario 2 ° Abbassata dal vertice S al piano della base 
la perpendicolare SM, questa pas.serà per un punto N della sezione 
ABCl); condotte le due rette HM, DN , si ottengono i due trian- 
goli SHM, SDN simili (198). 

'Da questi due triangoli simili e dagli altri due SHE , 3DA pa- 
rimenti simili, si dianno 1 rapporti uguali: 

HE : DA :: SH : SD :: SM : SN; e quindi;: 
ilÈ* : DÀ* :: : SD* :: ^* : 

-Ma dalle due figure simili EFGH, ABCD .si ha.: 

EFGH : ABCD :: HE* : DA*; (214. 2.®); dunque: 

EFGH : ABCD :: ^* : ^* :: ^* : SN*, 
da cui il teorema : le sezioni parallele in una piramide stanno come 
i quadrati degli spigoli corrispondenti, s come i quadrati delle loro 
distanze dal vertice. 

419. Corollario 3.® Siano due pira- 
midi qualunque SABCD, EFGHL colle loro 
basi sul medesimo piano ed aventi le al- 
tezze SM, EN uguali; se con un piano pa- 
rallelo alle busi si tagliano le due pirami- 
di, le due sezioni abcd, fghl, .hanno fra 
di loro il medesimo rapporto delle due ba- 
■si. Infatti: 

ABCD : abcd :: SM* : ^i* 

FGHL : fghl :: EN* : En*; ma SM = EN 
per ipotesi ; .ed .essendo Mm zr Nn , perché le perpendicolari rin- 
chiuse fra due piani paralleli sono uguali, si -ha anche -Sm =: En; 
dunque : 

ABCD : FGHL :: abcd : fghl. c. s. D. ». 


s * 



Fig. (81. 
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'teorema 

420. Due parallelepipedi coalrutli sopra la slessa base, e avenU 
r allessa uguale, sono equivalenti. 

Siano i due parallelepipedi AG, AK, aventi la base comune AGHE 
e r altezza uguale, essendo i due parallelogrammi FBCD, IMNK, 
opposti alla base comune, situati sopra un medesimo piano paral- 
lelo alla stessa base AGHE. 

Supponiamo in primo luogo che anche i due parallelogrammi 
.\FBG, AMNG, e gli altri due uguali opposti EUCH, ElKH sieno 
situati sopra due medesimi piani paralleli. Il prisma triangolare 
DIEAMF è uguale al prisma triangolare CKHGBN; perchè le due 
basi FAM, BGN sono uguali, e ugualmente collocate, e i due 



* Fig. 183. 

spigoli corrispondenti DF, IM sono uguali e paralleli ( ). Ora se 

da tutto il solido DN si toglie il prisma triangolare DIEAMF, resta 
il parallelepipedo AK ; e se dal medesimo solido DIN si leva il prisma 
triangolal e CKHGBN, resta il parallelepipedo AG; dunque; paral- 
lel. AK — parallel. AC. 

Supponiamo in secondo luogo che i due parallelogrammi AFBG, 
AMNG e i due uguali ed opposti EDCH, EIKH siano situati sopra 
due piani differenti. Prolungati i lati DC e FB fino al loro incon- 
tro in 0 ed in P col lato KN: formato colla IQ, parallela ed eguale 
alla KP, il parallelogramma LOPQ := IMNK, e per conseguenza 
uguale a AGHE, ed uniti i punti A, G, H, E rispettivamente co’ 
punti 0) P) O) D) si ha 11 parallelepipedo AO, il quale è equiva- 
lente al parallelepipedo .AK ed al parallelepipedo AC, perchè si 
verificano con l’uno e l’ altro di essi le condizioni della prima 
parte di questo teorema; dunque sarà anche parallel. AC — p;>- 
rallel. AK. 
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424. Corollario i.° Un parallelepipedo qualunque è equivalente 
ad un parallelepipedo rettangolo di uguale altezza e di base equi- 
valente. 

Sia il parallel. qualunque AP; so- 
pra la sua base EADF si costruisce 
il parallelepipedo retto AL, avente la 
base superiore sopra il medesimo pia- 
no di OQRP, base superiore del pa- 
rallel. AP; avremo : parallel. AP = pa- 
rallel. AL (420). 

Sopra il rettangolo ABCD si co- 
struisce il parallel. rettangolo AM; 
in modo che la sua base HSNM, opposta ad ABCD, si trovi nello 
stesso piano di EGLF, base opposta ad ABCD nel parallelepipedo 
AL; avremo parallel. AM =i parallel. AL, e quindi: 

parallel. AP zz parallel. AM; 

Ora, potendosi considerare come base del parallel. AM il rettangolo 
ADNS, equivalente al parallelogramma EADF, vedesi che il paral- 
lelepipedo rettangolo AM e il suo equivalente AP hanno la stessa 
altezza e le basi equivalenti, come appunto si doveva dimostrare. 

422. Corollario 2.° Dunque : due parallelepipedi di eguale al- 
tezza e di basi equivalenti sono equivalenti; ciascuno infatti di 
essi è equivalente ad un medesimo parallelepipedo rettangolo di 
altezza eguale e di base equivalente. 

TEOREMA 



TC 


425. Uìi prisma triangolare qualunque è la metà del suo pa- 
rallelepipedo; ossia del parallelepipedo, che ha 
eguale altezza e per base il parallelogramma dop- 
pio del triangolo, base del prisma. 

Sia il parallelepipedo qualunque BH; fatto pas- 
sare per le due diagonali FH, BD il piano FHDB, 
dico che i due prismi triangolari ABDUFE, BCDHFG 
sono equivalenti, e che quindi ciascuno di essi è 
metà del parallelepipedo BH. 

Infatti, condotti per B e F due piani perpen- 
dicolari allo spigolo FB, le due sezioni Bcfcfc/ ¥ehg parallele, sono 
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uguali fra di loro (414), e le rette ea, gc, kd, parallele alla BF, 
sono perpendicolari a’ piani B«c/c, Fehg e quindi uguali fra di lo- 
ro (389); dunque aBFe, FBcg', dcgh, adhe sono rettangoli; dunque* 
anche le basi Barfc, Fehg sono parallelogrammi; dunque BA è un 
parallelepipedo retto. 

Il prisma triangolare retto oRdhFe è uguale al prisma triango- 
lare retto cBrf/iFg' ; hanno infatti le basi aBd, cBd, uguali, co’ lati 
uniti nel medesimo senso ed uguali le altezze (377); dunque cia- 
scuno di essi è la metà del parallepipedo BA. 

Ora AE = BP ; ae =: BF ; dunque AE — ae e quindi aA = eE ; e 
cosi si dimostra = AH. 

Il solido EeFH/i è uguale al solido AaBDrf; infatti : posto il trian- 
golo éFh sopra il suo uguale a&d, i due spigoli eE , AH, perpendi- 
colari al piano eFA, devono prendere le direzioni degli spigoli cor- 
rispondenti oA, dD, perpendicolari anch’essi al loro piano aBd; ed 
essendo aA ~ eE e dU ~ AH , i punti E , H devono cadere so- 
pra i punti A, D; dunque i due solidi si possono sovrapporre in 
tutte le loro parti, dunque sono uguali. 

Ora il prisma triangolare obbliquo ABDHFE è formato dal solido 
ABDAFe piu l’altro solido EeFHA; e il prisma retto aBdAFe è for- 
mato dallo stesso solido ABDAFe più l’altro solido AaBDd, uguale 
a EeFHA; dunque il prisma obbliquo ABDHFE ~ al prisma retto 
aBdAFe. 

Si dimostra nello stesso modo che il prisma triangolare obbli- 
quo BCDHFG è uguale al prisma triangolare retto F>cdhFg\ ma 
aBdAFe = BcdAFgr, dunque anche ABDHFE ~ BCDHFG. c. s. D. D. 

424. COROLL.ARIO. Dite prismi triangolari di ugnale altezza e di 
basi equivalenti sono equivalenti; essi infatti sono metà di due pa- 
rallepipedi di uguale altezza e di basi equivalenti, i quali sono 
equivalenti fra di loro (422). 

TEOREMA. 

425. Le piramidi triangolari di uguale altezza e di basi equi- 
valenti som equivalenti. 

Siano le due piramidi triangolari SABC, sabc; la loro altezza 
sia uguale e la base ABC sia equivalente alla base «Ac; dico che 

SABC ~ sabc. 
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Infatti, suppongasi che, non 
essendo equivalenti, sia 
SABC > sabc 

e che la differenza sia M ; sup- 
pongasi cioè SABC — sabc — M. 
Si immagini la quantità M rap- 
presentata da un prisma trian- 
golare di base ABC e di altez- 
za AX. 

Supposte le due piramidi col- 
locate colle loro basi sopra un 
medesimo piano; divise le loro 
altezze in un numero uguale di 
parti uguali fra di loro qualun- 
que, purché minori di AX, e fatte passare per tutti i punti di di- 
visione in ciascuna piramide delle sezioni parallele alle basi e fra 
di loro, le sezioni tutte della piramide SABC saranno rispettiva- 
mente equivalenti alle sezioni della piramide sabc; si avrà , cioè: 
DEF z= def; CHI z= ghi, ec. (419). 

Ora, sopra le sezioni ABC, DEF, GHI... come basi e con altezze 
uguali alle parti già fatte negli spigoli della piramide SABC, si cir- 
coscrivano alla piramide SABC de’ prismi triangolari; quindi so- 
pra le sezioni def, ghi; klm... come basi e con altezze uguali alle 
parti già fatte negli spigoli, s’inscrivano nella piramide sabc de’ 
prismi triangolari. Indichiamo con N il volume del primo prisma 
circoscritto alla piramide SABC ; questo ha per base il triangolo ABC 
ed ha per altezza una parte, che per ipotesi è minore di AX, al- 
tezza del prisma, che abbiamo' supposto uguale a M; si avrà adun- 
que, M > N. 

Ciò posto, non si avrà difficoltà a vedere, che- tutti gli altri prismi 
circoscritti alla piramide SABC sono rispettivamente equivalenti a’ 
prismi inscritti nella piramide sabc; infatti le altezze in tutti sono 
uguali : e il secondo prisma circoscritto ha per base DEF = def, 
base del primo prisma inscritto; il terzo prisma circoscritto ha 
per base GHI =: ghi, base del secondo prisma inscritto, e cosi di 
seguito fino aU’ultimo circoscritto, che ha per base il triangolo NPO 
equivalente al triangolo npo, che è la base dell’ultimo inscritto. Se 
adunque ciascun prisma circoscritto alla prima piramide j^a il suo 
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equivalente prisma inscrìtto nella seconda, eccettuato il primo pris- 
ma circoscritto, ne segue chela diflèrenza’ tra la somma de’ prismi' 
circoscritti e la somma de’ prismi inscritti- deve essere uguale a 
qviel primo prisma circoscritto, cioè a N. 

Ma la- piramide S\BC è minore della somma de’ prismi ad: essai 
circoscritti, e la> piramide aabc è maggiore della somma de’ prismi! 
in essa inscritti ; dunque, la differenza tra le due piramidi deve es- 
sere minore della difTerenzm tra le due somme de’ prismi circoscrittii 
ed inscritti in quelle;, si avrà cioè: SABC — sabc <N; ma abbiamoi 
supposto SABC — aabc — M; dunque M < N; ma ciò è assurdi).. 
pei’chè- abbiamo dimostrato M > N; dunque la piramide SABC n«jn 
può essere maggiore della piramide sabc della quantità M. 

Potendosi ripetere la stessa dimostrazione e venire alla mede- 
, siina conclusione assurda-, qualunque sia la differenza, che si sup- 
ponga tra le due piramidi, si conchiude che le due piramidi non- 
possono» av ere alcuna differenza, e che per conseguenza sono equi- 
valenti. c.. s, D. D.. 


TEOREMA 






426. Una piramide triangolare è la tema parte di un prisma’ 
triangolare di ugual altezza e di base uguale. 

Abbiasi il prisma triangolare ABCEDF; si conducano 
le due diagonali BD, BE e si faccia passare- un piano- 
per li tre punti B, U, E; questo dividerà il prisma in 
due piramidi: una triangolare, BDEF, l’altra quadrango- 
lare, &ACEU. Condotta nel parallelogramma ACED la 
diagonale AE, e per li tre punti B, A, E fatto passare 
un piano-, questo dividerà la piramide quadrangolare in Fig. isr. 
due piramidi triangolari, BADE, BACE. Il prisma adunque resta 
diviso in tre piramidi BDEF, BADE, BACE. Le due piramidi BADE, 
BACE hanno le due basi ADE, ACE eguali e collocate sul mede- 
simo piano, dunque, avendo anche il vertice nel medesimo punto B, 
avranno pure la medesima altezza, e saranno equivalenti (425). 
Ma la piramide BACE, considerata col vertice in E, è anche equi- 
valente alla piramide BDEF; infatti quelle due piramidi hanno le 
due basi ABC, DEF uguali (354) ed, essendo comprese fra i due 
piani paralleli del prisma, hanno anche la medesima altezza (389) ; 
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dunque le tre piramidi sodo equivalenti; dunque la sola piramide 
BDEF è un terzo di tutto il prisma ABCEDF. c. s. D. D. 

B 427. Corollario. Questo teorema si estende a 

tutte le piramidi, qualunque sia la loro base. Infatti, 
nel prisma qualunque, per esempio, AG, condotie 
le’ diagonali uguali nelle due basi e per esse fatti 
passare i relativi piani, il prisma si divide in tre 
prismi triangolari. Unito il punto E co’^unti della 
b"ase, mediante le rette EH, EG, EF, EM, EL, si ot- 
tiene la piramide EHGFML , anche essa divisibile in 
tre piramidi triangolari , tutte e tre dell’altezza co- 
mune a’ tre prismi, e colle loro tre basi LHM, MHG, 
MGF, rispettivamente uguali alle tre basi de’ tre prismi triangolari; 
dunque ciascuna sarà un terzo del relativo prisma, e quindi la somma . 
di tutte e tre sarà pure un terzo della somma de’ tre prismi ; ma 
la somma delle tre piramidi triangolari è uguale alla piramide pen- 
tagona, e la somma de’ tre prismi è uguale al prisma pentagono, 
dunque la piramide pentagona è un terzo del prisma pentagono di 
ugual base e di uguale altezza. La dimostrazione essendo fatta ge- 
neralmente, si può conchìudere: una piramide qiuxlunque è un terzo 
di un prisma di ugual base e di uguale altezza (Q. 

(I) Si possono, in un modo più facile e pronto, ma non rigorosamente geometrico, 
dimostrare le proposizioni contenute ne’ numeri precedenti, come segue; 

TEOREMA 

Due piramidi di ujuale altezza e di basi equivalenti sono equivalenti. 

Siano le due piramidi SABC, Sobe (flg. 186) di uguale altezza ed abbiano equivalenti 
le loro basi. — Si immaginino collocate in modo che abbiano le loro basi sopra un me- 
desimo piano; i loro vertici S, S si troveranno sopra una medesima retta parallela a 
quel piano. Si immagini inoltre divisa la retta, che misura la loro altezza comune, in 
un numero infinito di parti infinitamente piccole e per ciascun punto di divisione si 
immagini condotto un piano parallelo al piano delle basi e prolungato in modo da 
tagliare le due piramidi. Ciascuno di que’ piani formerà nelle due piramidi due sezioni, 
le quali avranno fra loro lo stesso rapporto delle due basi, e por conseguenza saranno 
equivalenti fra loro (419). 

È facile di vedere che con questa costruzione le due piramidi vengono divise in un 
numero uguale di sezioni parallele alle basi, e tali che tutte quelle di una sono ri- 
spettivamente equivalenti a tutte quelle dell’ altra. È facile di vedere adunque che la 
somma delle sezioni di una di quelle piramidi deve essere uguale alla somma delin 
sezioni dell’ altra. Ma la somma delle sezioni in ciascuna piramide si può considerare. 
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TEOREMA 

428. Un tronco di prisma triangolare è equivalente a tre pira- 
ìnidi, tutte e tre della stessa base del tronco e aventi ciascuna per 
altezza la perpendicolare abbassala dal corri- 
spondente angolo della base superiore sopra il 
piano della base inferiore. 

Condotte le diagonali EA, EC , DC , DB, FA, 

FB e i due piani AEC , DEC, come nella figura 
precedente, risultano le tre piramidi EACB,EDAC, 

EDFC. 

La prima ha per base ABC, base del tronco 
e per altezza la perpendicolare abbassata dal suo 
vertice E al piano della base ABC. 



che rapprescnli il volume della corrisiwndenle piramide, dunque, i volumi delle due 
piramidi sono equivalenti c. s. n. d. 

CoROi.LAiiio. Dunque una piramide triangolare è equivalente ad una piramide qua- 
drangolare, pentagona, esagona, poligona qualunque; quando, essendo uguali l' altezze, 
le aree delle due basi sono equivalenti. 

TEOREMA 

Una piramide triangolare è la terza parte di un prisma triangolare di uguale al- 
tezza e di base uguale. Si dimostra come sopra al n." 426. 

C0R01.LAR10 i.° Uìia piramide qualunque è un terzo di un prisma di ugual base e 
di uguale altezza. Si dimostra come sopra al n.“ 427. 

CoROLT.ARio 2." Una piramide qualunque è un terzo d'tin prisma qualunque di 
sigsiale altezza e di base equivalente; per es., una piramide triangolare 6 un terzo di 
un prisma ((uadrangolare, pentagono, esagono.... poligono qualunque, quando, essendo 
uguali le altezze, il quadrilatero, il pentagono, l’esagono.... il polìgono, base del pris- 
ma 6 equivalente al triangolo, base della piramide. Infatti, la piramide triangolare è 
equivalente alla piramide di uguale altezza, che ha per baso il quadrilatero, il penta- 
gono, l’esagono.... il poligono, base del prisma; ma questa piramide è un terzo del 
prisma di ugual base ed altezza, dunque anche la piramide triangolare è un terzo del 
medesimo prisma, ossia un terzo del prisma di uguale altezza e di base equivalente. 

CoROt.i.Anio 3." / prismi di uguale altezza e di basi equivalenti sono equivalenti. 
Essi infatti si dimostrano tutti equivalenti ad una stessa piramide* di uguale altezza 0 
di base equivalente alla loro. 

Corollario 4 .® Un prisma triangolare qualunque è la metà del proprio parallele- 
pipedo. 

Infatti, fatto passare per le due diagonali FH, BD un piano (llg. 183), questo di- 
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Per la seconda si ha; ED AC ~ BDAC (D ossia DABC (2), la 
quale DABC, ha per base ABC, bose del tronco ,. c per altezza la 
perpendicolare abbassata dal suo vertice D sul piano della ba- 
se ABC. 

Per 1» terza si ha ; EDFC ossia DEFC = AEFC (3) ossia 
EAFC = BAFC(4) ossia FABC; 

la quale FABC, ha per base ABC, base del tronco' e per altezza 
la perpendicolare abbassala dal' suo- vertice F sul piaco- della ba- 
se ABC. 

429. Corollario. Se il prisma tronco è retto, i tre spigoli misu 
rano le tre altezze delle piramidi: dunque un tronco di prisma trian- 
golare retto è equivalente a tre piramidi, aventi tutte- e tre la base 
del tronco e per altezza ciascuna lo spigolo corrispondente del 
prisma^ 


ville il parallclrpii^do in due prismi triangolari di base uguale e della' stessa' altezza, 
dunque equivalenti fra di loro, e eiascuno per conseguenza uguale alla metà dell’ in- 
tiero parallelepipedo. 

Corollahiu S.” In paraUettpipedo qttalunque è equivalenle ad un parallelepipedo rei- 
langolo di uguale allezza e di base equicalenle. I due parallelepipedi infatti sono due 
prismi, dunque per il Corollario 3.° devono essere equivalenti. 

Conoi.L.vnio 6.° l'n prisma qualunque è equiralenle ad «n. parallelepipedo reltangolo 
ili uguale altezza e di base equiralenle. Essendo infatti anche il parallelepipedo un 
prisma, se esso ha uguale l’ allezza ed equivalente la base col prisma qualunque, deve 
pel corol. 3.” essere a questo equivalente. 

La maggiore semplicità e brevità di queste dimostrazioni in confronto delle altre fatte 
ne’ numeri tìO-ASù sono evidenti; però si osservi, come tutte dipendono dal primo 
teorema.' due piramidi sono equivalenti quando hanno uguale allezza e basi equiva- 
lenti; teorema, il quale non fu dimostrato con metodo rigorosamente geometrico ; e 
per conseguenza si deve conchiudere, che anche le altre proposizioni mancano, come 
quella, di quel teorema, di rigore geometrico nelle loro dimostrazioni. 

(1) Hanno la stessa base DAC, e i vertici E., U sopra la EB, parallela a DA, a 
quindi parallela anche al piano della basa DAC (38A); dunque hanno anche la stessa 
allezza. 

(ì) La pir,amidc DABC £ la stessa BDAC, considerata col vertice in D. 

(3) Hanno la stessa base EFC e i vertici D, .V sulla DA parallela a FC e quindi al 
piano EFC. 

(i) Hanno la stessa base AFC ( i vertici E, B, sulla EB parallela a FC e quindi 
alla base AFC. 
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TEOREMA. 

450. Un tronco di piramide triangolare a basi parallele è equi- 
valenle a tre p ir amidi ^ tutte e tre della, stessa altezza del tronco 
ed aventi per basi, l’una la base inferiore del tronco, l’altra la 
base superiore, e la terza una media proporzionale tra la base su- 
periore e la base inferiore. 

Condotte le tre diagonali CI), CE, AD e 
i due piani ACD, DCE, come nelle figure pre- 
cedenti , il tronco sarà diviso in tre piramidi 
triangolari : CDEF, CARI), CADE. 

CUEP ha per base UFE , base inferiore 
del tronco, ed ha il vertice in Cr sul piano 
della base superiore; dunque ha anche la 
stessa altezza del tronco, dunque è la prima 
delle tre proposte piramidi. 

CABD, ha per base ACB, base superiore 
del tronco, ed lia il vertice in D, sul piano 
della base inferiore ; dunque ha anche la stessa altezza del tronco, 
dunque è la seconda delle tre piramidi proposte. 

Condotta la CG parallela ad AE e congiunto G con A e con U, si 
ottiene la piramide GADE, la quale è equivalente alla terza CADE; 
perchè hanno la stessa base ADE e i vertici C, G sulla stessa CG, 
parallela ad AE e quindi anche al piano della base ADE. Ora la pi - 
ramide GADE, considerata col vertice in A, ha per base DEG sulla 
base inferiore del tronco, ha quindi la stessa altezza del tronco; inol- 
tre si può dimostrare, che la base DEG è media proporzionale tra 
ABC, e DEF. 

Condotta la GH parallela a FI), si ha il triangolo EGH — ABC, 
essendo EG — AC, perchè lati o[)posti del parallelogramma ACGE, 
è gli angoli E, G, rispettivamente uguali agli angoli A, C (391. l.°). 

I due triangoli DEF, DEG, avendo il vertice nel medesimo 
punto D e le loro basi sulla stessa retta EF, hanno la stessa al- 
tezza; cosi i due triangoli DEG, EGH hanno la stessa altezza, per- 
chè entrambe col vertice in G e colle basi sulla stessa DE; si hanno 
dunque le due proporzioni (153): 

DEF ; DEG EF : EG. 

DEG : EGH ED : EH; ma GH è parallela a FD, dunque (192): 

EF : EG ;: ED : EH, 
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Da questa terza proporzione risulta che il secondo rapporto della 
prima proporzione è eguale al secondo rapporto della seconda, dun- 
que anche i due primi rapporti devono essere uguali, e si ha: 
])EF : DEG :: DEG : EGH ; ossia: DEE : DEG :: DEG : ABC; dun- 
que DEG è media proporzionale tra ABC e DFIF. 

Dunque CADE è equivalente alla piramide GADE, la quale ha 
la stessa altezza del tronco, ed ha per base una media tra la base 
superiore ed inferiore del tronco; dunque CADE è equivalente alla 
terza delle tre piramidi proposte. 

Dunque il tronco è equivalente alle tre piramidi proposte. 

451. Corollario. Onesto teorema si può estendere ad un tronco 
di piramide qualunque a basi parallele, ragionando come abbiamo 
fatto nel caso della piramide (427). 

TEOREMA 

432. In un poliedro regolare qualunque^ se da’ceìitri di due fac- 
eie contigue s* innalzano due perpendicolari ad esse faccie, queste 
s' iìicontrano in un punto, e sono uguali. 

Sìa AB la intersezione delle due faccie e 
C, D i due centri ; condotti i due apotemi 
sopra AB, questi andranno tutti e due .sul 
medesimo punto M, mezzo di AB; e l’an- 
golo CMD misurerà la inclinazione delle due 
faccie FABG, ABLH (392). Fatto passare 
un piano per le due rette CM, MD, la AB 
sarà ad esso piano perpendicolare (380); 
si conducano in esso piano da C e D due 
rette perpendicolari rispettivamente alla 
CM ed alla DM, queste concorreranno in un punto 0. Unito 0 
con M, i due triangoli CMO, MOD rettangoli in C e in D sono 
uguali, perchè hanno la ipotenusa OM comune e il cateto CM — DM; 
dunque sarà anche OC ~ OD. 

Resta adunque solo a dimostrare, che le due rette OC, OD sieiio 
perpendicolari rispettivamente a’ due piani FABG, ABLH. 

La AB è perpendicolare al piano CDO, dunque anche i piani 
FABG, ABLH, che passano per la AB, sono perpendicolari al pia- 
no CDO (394), e quindi CDO è perpendicolare a FABG, e ABLH. 



GEOMETRIA 


141 

Ma 'OC, e OD per costruzione sono sul piano CDO, e sono per- 
pendicolari alle due intersezioni CM, DM di esso piano CDO co’ due 
FABG, ABLH, dunque anche la OC, e la OD sono perpendicolari 
rispettivamente a’ due piani FABG, ABLH (395). 

4-33. Corollario ì Il triangolo MDO ha un angolo retto, l’angolo 
OMD uguale alla metà di CMD, ossia alla metà dell’angolo, che misura 
l’angolo diedro formato dalle due faccie, e il lato DM uguale al- 
l’apotema del poligono regolare, che forma il poliedro. Dunque, in 
uno stesso poliedro, qualunque sieno le due faccie contigue, da’ 
centri delle quali s’innalzano le due perpendicolari (essendo che 
gli angoli diedri e gli apotemi sono tutti uguali), quel triangolo 
risulta sempre uguale , e quindi sempre uguale DO , ossia la di- 
stanza del punto di concorso delle due perpendicolari dal piano. 
Dunque, se dal centro di un’altra hiccia contigua ad una delle due 
prime, per esempio d’una faccia contigua a ABLH, s’innalza una 
perpendicolare al piano di essa faccia, questa deve concorrere 
con la DO, e deve essere uguale alla DO ; non può adunque con- 
correre che nel punto 0. E potendosi un uguale ragionamento e 
conclusione uguale estendere successivamente a tutte le perpendi- 
colari innalzate da’ centri delle altre faccie , si può conchiudere 
generalmente : le perpendicolari innalzale da' centri delle faccie di 
un poliedro regolare concorrono tutte in un unico punto, ugual- 
mente distante da ciascuna di esse faccie, e per conseguenza ugual- 
mente distante da ciascuno de' vertici degli angoli solidi di esso 
poliedro. 

Quel punto, nel quale concorrono tutte le perpendicolari, chiamasi 
il centro del poliedro regolare; e la perpendicolare, che unisce il cen- 
tro del poliedro col centro di una delle sue faccie, dicesi: apotema 
del poliedro regolare. 

434. Corollario 2.® Se per ciascuno degli spigoli di un poliedro 
regolare e pel suo centro si fanno passare de’ piani, questi dividono 
il poliedro in tante piramidi regolari, quante sono le faccie del 
poliedro ; quelle piramidi sono tutte uguali fra di loro, perchè cia- 
scuna ha per base una faccia del poliedro regolare e per altezza 
r apotema dello stesso poliedro. 
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435. l.® Bue tetraedri simmetrici per rapporto ad un piano 
sono equivalenti; 2.® Due poliedri simmetrici per rapporto ad uh 

i .® Sieno i due tetraedri SAFB, safb, 
siinmetrici per rappoi’to al piano PO» os- 
sia tali, che le rette Ao, F/; Bb, Ss sieno 
tutte perpendicolari al piano PQ e di- 
vise dal piano stesso per metà , cioè in 
modo che sia AM = oM, FE = ,fE, 
BN r= òN e SO zz: «0. 

La retta AF, la quale unisce i pun- 
ti A, è uguale alla retta af, che uni- 
rle i due punti a, f, simmetrici dei due 
.primi. Infatti AM = aM, FE = /E, e la 
ME perpendicolare alle due rette Aar, F/'; 
idunque, movendo il quadrilatero MEfa 
Litui no il lato ME e portandolo a cadere sull’altro quadrilatero 
MEFA, la f&'e la oM devono prendere la direzione della EF, e del- 
la MA e confondersi con esse, il punto f deve cadere in F, e il 
punto a in A, e quindi la AF esser-e uguale alla af. 

Nello stesso modo si dimostrai AS z= as, AB ~ ab, e FB — //>; 
dunque i triangoli AFB, AFS, ASB, FSB sono rispettivamente 
uguali a’ triangoli afb, afs, asb, fsb; dunque i due tetraedri 
hanno le faccie rispettivamente uguali. Dunque, calcolate le due 
faccie uguali AFB, afb siccome basi, le due perpendicolari abbas- 
sate da’punti S, s sopra i due piani delle basi, ossia le altezze dei 
due tetraedri, sono uguali (403); dunque, i due tetraedri SAFB, 
snfb, hanno basi e altezze uguali, dunque .€ono equivalenti (425). 

2.® Sieno due poliedri P, P' simmetrici per rapporto ad un piano. 
Si decomponga il poliedro P in piramidi triangolari o tetraedri, che 
abbiano tutte-il loro vertice in uno de’ vertici del poliedro: a’ quattro 
punti, vertici di ciascuna di queste piramidi, corrisponderanno i 
quattro punti simmetrici dell’altro poliedro, e quindi ciascuna di 
queste piramidi avrà la sua corrispondente simmetrica nell’ altro 
poliedro P': dunque i due poliedri simmetrici si possono dividere .in 


piano sono equivalenti. 

nr 



Fig. 19*. 
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un egual numero 6i tetraedri rispettivamente simmetrici. Ma i 
tetraedri simmetrici sono eiuivalenti, dunque anche la somma de’ 
tetraedri di un poliedro P, ossia il poliedro P, sarà uguale alla som- 
ma de’ tetraedri simmetrici dell’altro poliedro P', ossia sarà equi- 
valente all’altro poliedro P'. 

436. Corollario. Dalla prima parte del teorema si vede che i 
due tetraedri SAFD , aafh simmetrici per rapporto al piano Pt^ 
hanno le loro faccie rispettivamente uguali unite ad angoli solidi 
simmetrici-; e quindi si può stabilire la proposizione; due tetraedri 
simmetrici (S69) sono anche simmetrici per rapporto ad un piano 
e quindi sono equivalenti fra di loro. -La stessa dimostrazione si può 
fare per due poliedi’i qualunque; si può, cioè, dimostrare ugual- 
mente, che due poliedri qualunque simmetrici per rapporto ad un 
piano àanne tutte le loro faccie rispettivamente uguali, unite ad 
angoli solidi simmetrici, e per conseguenza si può anche conchiu- 
dere generalmente : due poliedri simmetrici sono anche simmetrici 
per rapporto ad un piano, e quindi sono equivalenti fra di loro. 


PROBLEMI 

1. 

437. l.“ Da un punto preso fuori di un piano abbassare al piano 
una perpendicolare. 

Sia il punto A, e il piano MN; prendansi sul 
piano MN tre punti fi, C, F, ugualmente distanti 
dal punto A , si faccia passare per essi una cir- 
conferenzae si unisca il punto dato A col centro 0 
di essa circonferenza ; la retta AO sarà la per- 
pendicolare domandata. 

Infatti, fatti passare per fi e C i due diametri 
BU e CF e unito il punto A co’ punti B, C., I), 

F, si avrà il triangolo BOA eguale al triangolo 
AOD (lOi), e per la stessa ragione il triangolo *''8- *®-’- 
CO.AzzAFO; dunque l’angolo AOBz=AOD; e l’angolo AOCzz: AOF; 
dunque AO è perpendicolare alla retta BD e alla retta CF, dunque 
è perpendicolare al piano MN (3803. 
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2. ° Da un punto preso sopra d'un piano innalzare al piano una 
perpendicolare. 

Ua un punto qualunque preso fuori del piano si abbassi al piano 
una perpendicolare; si unisca il piede di questa col punto dato, 
mediante una retta; per questa retta e per la perpendicolare ab- 
bassata si faccia passare un piano ; in questo piano si conduca fi- 
nalmente dal punto dato una parallela alla perpendicolare ; quella 
parallela sarà la perpendicolare domandata (387. 1.®). 

3. ® Per un punto dato condurre una parallela ad un piano. 

Si conduca una retta qualunque sul piano; indi, fatto passare per 
quella retta e quel punto dato un altro piano, in questo si conduca 
dal punto dato una parallela alla retta; quella parallela sarà pa- 
rallela anche al piano (384). 

4. ® Per un punto dato far passare un piano perpendicolare ad 
una retta data. 

Si abbassi dal punto dato una perpendicolare sopra la retta data; 
dal piede di questa perpendicolare si conduca alla stessa retta data 
una seconda perpendicolare; si faccia passare per le due perpen- 
dicolari un piano; esso sarà il piano perpendicolare domandato. 

0 .® Per una retta data far passare un piano parallelo ad un* al- 
tra retta data. 

Per un punto qualunque della prima retta data si conduca una 
jiarallela all’altra retta; si faccia passare un piano per questa paral- 
lela e per quella prima retta; quel piano sarà il domandato (383). 

6. ® Da un punto dato condurre un piano parallelo ad un piano 
dato. 

Dal punto dato si abbassi una retta perpendicolare al piano ; indi 
per quel medesimo punto si faccia passare un piano perpendicolare 
a quella retta; i due piani saranno paralleli (397). 

7. ® Per una retta far passare un piano perpendicolare a un dato 
piam. 

Abbassata da un punto della retta data una perpendicolare al 
dato piano, si faccia passare un piano per la retta data e per la 
perpendicolare abbassata; quel piano sarà il domandato (394). 

8. ® Dividere un angolo diedro per metà. 

Dividasi l’angolo rettilineo, che misura l’angolo diedro, per metà, 
indi per la linea, che divide quell’angolo e per lo spigolo dell’an- 
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golo si faccia passare un piano; quel piano dividerà l’angolo diedro 
per metà (396). 

9.° Dati gii apolemi delle due basi e V altezza d’ un trónco di 
piramide retta a basi parallele^ trovare 1.® V altezza della piramide 
mancante, 2.® trovare V altezza dell* intiera piramide. 

Dati MP,*NO e MN, trovare SN e SM. 

Si hanno le proporzioni: HG : DC :: MP : NO (289. 2.®) 

HG : DC :: SG : se :: SM : SN; 
e quindi SM : SN :: MP : NO; 

dalla quale si ricavano le due : 

SM — SN : SN :: MP — NO : NO; MN : SN 
SM — SN : SxM :: MP — NO : MP; MN : SM 
e da queste le due equazioni: 


MP — NO 
MP NO 
S 


NO. 

MP; 


SN = 


2.^^ SM =z 


MN . NO 
MP — NO 

MN - MP 
'm — NO 


; dunque: 


4.® l* altezza della piramide residua è uguale jji 
al prodotto dell* altezza del tronco nelVapotema 
della base superiore, diviso per la differenza de- 1 
gli apolemi delle due basi; 

2.® l* altezza della intiera piramide è uguale H'- 
al prodotto dell* altezza del tronco nelVapotema 
della base inferiore, diviso per la differenza degli apotemi delle 
due basi. 



Fig. 194. 


II. 

♦ • 

MISURA DELLA SUPERFICIE DEI POLIEDRI. 

438. i.° Trovare la quadratura della superficie d*un poliedro 
qualunque. 

Le faccie, che terminano il poliedro sono figure rettilinee ; si avrà 
adunque la misura della sua superficie, trovando co’ metodi inse- 
gnati la misura delle superfìcie de’ singoli poligoni, che lo chiudono, 
e addizionando quelle misure; la somma darà la quadratura rhv 
mandata della superfìcie del poliedro. 

Geomelria, ec. 
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Questo metodo generale può avere in alcuni casi, q^iando trat- 
tasi di alcuni poliedri, una soluzione più semplice, siccome vedesi 
ne’ casi seguenti. 

439. 2.” Trovare la quadratura della superficie d’un poliedro re- 
golare. 

Nel poliedro regolare le faccie sono tutte uguali; si troverà 
adunque la misura della superfìcie di una delle sue faccie, la si 
moltiplicherà pel numero delle faccie, di cui il poliedro è compo- 
sto ; il prodotto darà evidentemente la quadratura della sdperficie 
del poliedro regolare. Sia a la misura della superficie di uno de’ 
poligoni regolari, ?» il loro numero, si avrà; superficie poliedro re- 
golare = ?» ‘ a; dunque: la misura della superficie di un poliedro 
regolare è uguale al prodotto dell\area di una delle sue faccie nel 
numero delle stesse faccie. 

440. 3." Trovare la quadratura della superficie laterale di un 
prisma retto. 

Nel prisma retto, pren4endo successivamente le 
(juadrature de’ rettangoli, che formano la superficie 
laterale, si ha: 

■KDLM n; ML . DL 
OLHC LH . DL 
BCHG = HG . CH 1= HG . DL 
ABGF = GF . BG =z GF . DL Fig 

EAFM rz FAI . E.M = FAI . DL. Addizionando si ha: 

KDLM + DLHC + BCHG + ABGF + EAFM = DL (ML + LH + HG + GF + FM) ; 
dunque : la quadratura della superficie laterale di un prisma retto 
è uguale al prodotto del suo lato nel perimetro della sua base. 

441. Corollario 4.® Addizionando colla superficie laterale le su- 
perficie delle due basi, ossia il doppio della superficie di una delle 
basi, si ottiene la quadratura della superficie totale del prisma retto. 

442. Corollario 2.® Sia il prisma regolare; sia l il lato della sua 
base; ?», il numero de’ lati; ni sarà il perimetro della base; sia A 
il lato, ossia l’altezza del prisma e a l’apotema della base, avremo : 
Sup. laterale — ni. A] 

Sup. delle basi — 2 ni. (292) zz ni. a\c quindi: 

Sup. totale rz ?»/ (A + a); dunque: 

In superficie totale del prisma regolare si ottiene al pro'lotto del 
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perimetro della sua base moltiplicato per la somma dell’ altezza 
del prisma e dell’apolema della sua base. 

443. 4.® Trovare la quadratura della superficie laterale del / 
prisma obbliquo. 

Si taglia il prisma obbliquo col piano EFGH perpendicolare agii 
spigoli ; i lati EH, HG, GF, FE saranno tutti perpendicolari a’ cor- 
rispondenti spigoli del prisma e misureranno 
per conseguenza le altezze de’ corrispondenti 
parallelogrammi ADOL, DOPO...., de’ quali 
gli stessi spigoli AL, DO.... sono le basi. Si avrà 
adunque : 

EH ' 

, HG = AL . HO 
GF AL • GF 
FE; e addizionando: 


ADOL =z AL , 
DOPO = DO 
BQPC = OB . 
ABQL =: AL . 



Fig. 196. 


ADOL + DOPO + BQPC + ABQL = AL (EH + HG + GF + FE); 
dunque: la quadratura della superficie laterale di un prisma ob- 
bliquo è uguale al prodotto dello spigolo nel perimetro della sezione 
fatta nel prisma con un piano perpendicolare allo stesso spigolo. 

444. CoROLL.\Rio. Si ottiene la superficie totale, addizionando coll a 
superficie laterale il doppio della superficie di una delle due basi. 

445. 5.® Trovare la quadratura della superficie laterale della 

piramide retta. ~ 

I triangoli SAE, SED hanno tutti l’altezza 

uguale, l’apotema SX (363); si avrà adunque: 

SX 


SAE = AE 


SED = ED 


SDC = DC 


SCB zz GB 


SBA = BA 


ì 

SX 

2 

SX 

2 

_S^ 

2 

SX 



e addizionando: 


Fig. 197. 


SAE 4- SED + SDC + SCB + SBA = (AE + ED + DC + CB + BA); 

M 

dunque: la qiuulratura della superficie laterale di tuia piramide 
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retta è uguale al prodotto della metà del suo apotema nel perime- 
tro della sua base. 

446. Corollario i.®Si ottiene la superficie totale, addizionando 
colla superficie laterale della piramide là superficie della sua base. 

Sia l il lato della base; n il numero de’ lati; n,l sarà il pe- 
rimetro della base; sia A l’apotema della piramide e a l’apotema 
della base; si avrà: 

A 

Sup. laterale =: ni . — ; 

À * 

Sup. base = ni , dunque: 


Sup. totale zz n/ . ^ ^ ^ ; e quindi : 

la superficie totale d'una piramide retta si ottiene dal prodotto 
del perimetro della base nella semisomma degli apotemi della pi- 
ramide e della base. 

447. 6. Trovare la quadratura della superficie laterale di un 
tronco di piramide retta a basi parallele. 

Sia il tronco di piramide retta a basi parallele LB; nel quale 
dal punto di mezzo F del lato AM è condotta la sezione GFHE 
parallela e per conseguenza simile alla base (416). 

Le figure rettilinee AMNB, BNOD..,. sono tanti 
trapezii, i quali hanno uguale altezza, XY, apo- 
tema del tronco; si avrà adunque: 


AMNB zz XY 


( — ) = XY . GF (158) 


BNOD zz XY m XY - FH 


CDOL 


zzXY (- 


2 

DC + OL 


2 


XY ^ HE 


)= 

CAML = XY ( ) — XY 



EG; e addizionando: 


AMNB + BNOD + CDOL + CAML = X Y OL + lm ' 


+ LM^ 


zz: XY (GF + FH + HE + EG); 
dunque: la quadratura della superficie laterale di un tronco di 
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piramide retta a basi parallele è ugnale al prodotto delVapotema 
nella semisomma de* perimetri delle due basi, o anche: è uguale 
al prodotto delVapotema nel perimetro della sezione formata al 
mezzo del tronco da un piano parallelo alle' due basi. 


IH. 


MISURA DEI VOLUMI DEI POLIEDRI. 

448. Trovare la misura del volume di un parallelepipedo ret- 
tangolo. 

Sia il parallelepipedo rettan- 


■c 




X» 


i ; 


_\i 

A 


X- 






Fig. 19 9. 


golo AB, e il cubo CD, unità di 
misura, collocato in modo, che 
un angolo solido dell’uno coin- 
cida con un angolo solido del- 
r altro; si costruiscano i due 
parallelepipedi EN, EM, come 
vedesi nella figura. 

I due parallelepipedi rettan- 
goli AB, EM hanno la stessa 
base LEBY, dunque stanno co- 
me i loro spigoli EH, EF (419); 
così i due parallepipedi EM, EN, avendo la stessa base EFPL, stanno 
come gli spigoli EB, ED; e così finalmente il parallepipedo EN e 
il cubo CD, avendo la stessa base EFQD , stanno come gli spi- 
goli EL, EG. Si avrà dunque: 

Parai. AB: parai. EM :: EH : EF 
Parai. EM: parai, EN :> EB : ED 

Parai. EN: cubo CD :: EL : EG; e facendo la composta: 

P, AB . p. EM .p. EN : p. EM . p. EN . cubo CD :: EH . EB.EL : EF . ED . EG ; 
dividendo il primo rapporto pel fattore comune : par. EM • par.^EN, 
e ponendo in luogo di EF e di ED il loro uguale EG, si avrà: 
Parai. AB : cubo CD : : EH . BIB . EL : EG . EG . EG; e final- 
mente, dividendo il secondo rapporto per EG . EG . EG: 

T. . . T, EH EB EL . 

Parai. AB : cubo CD : : . _ . — : 1 ; 

proporzione dalla quale si conchiude : il parallelepipedo rettangolo 


* 
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coìitiene tante volte il cubo, unità di misura, quante il prodotto 
delle sue tre dimensioni, misurale col lato del cubo, contiene la 
unità; ossia; il parallelepipedo rettangolo contiene tante volte il 
cubo, unità di misura, quante lo indica il prodotto delle sue tre 
dimensioni, misurate col lato del cubo (79). 

449. Corollario. Il prodotto EH EB è uguale all’area della base 
BEHT del parallelepipedo, ed EL n’ è l’altezza ; dunque si può an- 
che conchiudere: la misura del volume, ossia la cubatura, di un 
parallelepipedo rettangolo è uguale al prodotto della sua base nella 
sua altezza; bene inteso però, che e la quadratura della base e la 
misura dell’ altezza devono essere calcolate , prendendo per unità 
il lato del cubo, unità di misura; e questa avvertenza vale per 
tutti gli altri prodotti , co’ quali indicheremo in seguito le misure 
de’ volumi de’ poliedri. 

450. Trovare la misura del volume di un cubo. 

Nel cubo le tre dimensioni sono uguali, dunque : la misura del 
volume di un cubo è uguale alla terza potenza del suo lato, mi- 
surato col lato del cubo, unità di misura. Da ciò si conosce per- 
chè nell’ aritmetica la terza potenza di un numero dicesi anche 
cubo; perchè, quando il numero rappresenta la misura di una 
retta, la terza potenza di quel numero rappresenta la misura del 
cubo, formato col lato uguale a quella retta. 

451. Trovare la misura del volume d’uu parallelepipedo qua- 
lunque. 

Un parallelepipedo qualunque è equivalente ad un parallelepi- 
pedo rettangolo di uguale altezza e di base equivalente (421); dun- 
que : la misura del volume, o la cubatura, d’un parallelepipedo qua- 
lunque, è uguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

452. Trovare la misura del volume d’nn prisma qualunque. 

Un prisma triangolare è metà del suo parallelepipedo (423); il vo- 

, lume adunque del prisma triangolare sarà metà del volume del suo 
parallelepipedo; dunque, la 'misura del volume del prisma triango- 
* lare earà uguale al prodotto della metà della base del suo paral- 
lelepipedo per l’altezza; ma il triangolo, base del prisma triangolare, 
è uguale alla metà del parallelogramma, base del parallelepipedo, 
dunque finalmente: la misura del volume d’un prisma triangolare 
è uguale al prodotto della sua base per la sua altezza. 

Un prisma qualunque si può sempre scomporre in tanti prismi 
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triangolari della stessa altezza del prisma, quanti sono i triangoli, 
ne’ quali si può scomporre la sua base ; la misura adunque del 
volume di un prisma qualunque si ha: dalla somma de’ volumi de’ 
prismi triangolari, ne’ quali può essere diviso ; e quindi dalla som- 
ma de’ prodotti della base di ciascuno per la comune .altezza, 
ossia dal prodotto della somma de’- triangoli della base per l’al- 
tezza , ossia finalmente : dal prodotto della sua, base per la sua 
altezza. . . ' 

Sia per esempio 11 prisma pentagono AG ; condotte le diago- 
nali AC , AD nella base superiore, e le due ugua- 
li MH, MG nella base inferiore, e condotti i due 
piani ACHM, ADGM, il prisma pentagono resta 
diviso ne’ tre prismi triangolari AG , AH , AL, 
aventi tutti e tre la stessa altezza del prisma 
pentagono; chiamata A questa altezza, si avrà: 
voi. AG =z MFG .A 
voi, AH z= MGH .A 
voi. AL — MLH . A e addizionando : 


voi. AG + voi. AH + voi. AL z= (MFG + MGH + MLH) A, ossia 
voi. prisma pentagono zz LMFGHL . A. ' 

455. Trovare la misura del volume d’nna piramide qualunque* 

Una piramide qualunque è la terza parte del prisma di uguali 
base ed altezza (427); adunque: la misura del volume.^ ossia la cuba- 
tura, dtuna piramide qualunque è uguale ad un terzo del prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

454. Corollario. Essendo che i volumi de’ prismi e delle piramidi 
sono rappresentati da un prodotto, del quale i fattori sono la base 
e l’altezza di que’ solidi, si avranno evidentemente le seguenti pro- 
posizioni: 

1. ® I prismi 0 le piramidi di uguale altezza e di basi equivalenti 
sono equivalenti. 

2. ® I prismi o le piràmidi di basi equivialenti stanno come Le 
loro altezze. 

3. *^ I prismi o le piramidi di uguale altezza stanno come le loro 
basi. 

4. *^ I prismi o le piramidi stanno nella composta delle loro basi 

e delle loro altezze. . 
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3." Due prismi o due piramidi equivalenti hanno le loro basi 
nella inversa delle loro altezze. 

6." Se le basi di due prismi o di due piramidi sono nella inversa 
delle loro altezze, i due prismi o le due piramidi sono equivalenti. 

435. Trovare Ja misara del volume di un (ronco di piramide a 
basi poraiieic. 

Un tronco di piramide a basi parallele si può dividere in tre 
piramidi della stessa altezza del tronco , aventi una la base infe- 
riore del tronco, l’altra la base superiore, la terza la media geo- 
metrica tra la base superiore e la inferiore (450); si avrà adunque 
il volume del tronco, addizionando i tre volumi delle suindicate tre 
piramidi, e per conseguenza : la misura del volume, ossia la cuba- 
tura, di un tronco di piramide a basi parallele è uguale al terzo 
del prodotto della sua altezza per la somiìia della base superiore 
rolla inferiore e colla media tra questa e quella. 

Indicando con A l’altezza del tronco, con B l’area della base 
inferiore e con 6 l’area della base superiore, avremo; 


Volume tronco ~ 


A B 

T' 


A ■ 6 A • V li b _ A (B + 6 V' B 6) 
~ ;ì ~ 3 


456. Trovare la misura del volume del (ronco di prisma (rlan- 
Solare. 

Anche questo volume si ottiene, addizionando i volumi delle tre 
piramidi, nelle quali si può dividere il tronco (428) ; e per conse- 
guenza : la misura del volume del tronco di prisma triangolare è 
uguale al terzo del prodotto della base del prisma per la somma 
delle tre perpendicolari abbassate da' tre angoli della sezione supe- 
riore sul piatto^ della base inferiore. 

Se il prisma tronco è retto , i tre spigoli sono perpendicolari al 
piano della base e per conseguenza: la misura del volume, ossia la 
cubatura, del tronco di prisma retto triangolare è uguale al terzo 
del prodotto della base per la somma de’ suoi tre spigoli (429). 

437. Trovare la misura del volume d'un poliedro regolare. 

Un poliedro regolar^ si può dividere in tante piramidi regolari 
uguali, quante sono le sue faccie, aventi per base ciascuna una fac- 
cia del poliedro e per altezza, la perpendicolare, che dal centro del 
poliedro va al centro di essa faccia (434), ossia Y apolema del po- 
liedro; dunque; indicando con a l’area del poligono del poliedro, 

a » r 

con r 1 apotema, e con n il numero delle faccie, avremo : — — vo- 
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lume di una delle piramidi; e quindi: — - — = volume del poliedro: 

ma 7ia è la misura della superficie del poliedro regolare (439), 
dunque eonchiudiamo: la misura del volume, o la cubatura, di un 
poliedro regolare è uguale al terzo del prodotto della sua super- 
ficie nell’apotema del poliedro. 

Le cubature del tetraedro e dell’esaedro regolari si possono anche 
avere da’ problemi de’ numeri 450 e 453. 

458. Trovare la mioura del volume di un poliedro qualunque. 

La misura del volume, ossia la cubatura, di un poliedro qualun- 
que è uguale alla somma delle cubature delle differenti piramidi, 
nelle qua^i esso poliedro si può dividere. 

Un metodo semplice e pratico di ottenere la cubatura in questo 
caso, e anche in altri di solidi di forme non regolari qualunque , è 
quello di immergere il solido in un vaso pieno d’acqua e raccogliere 
l’acqua, eh’ esso scaccia dal vaso col suo volume; il v'olurae di que- 
sta è evidentemente uguale al volume del corpo. 

TEOREMA 

• 459. Due prismi simili hanno i lati delle basi e gli spigoli omo- 

loghi proporzionali alle altezze. 

Sieno i due prismi simili NL, AF. Si 
suppongano collocati colle basi sul me- 
desimo piano, in modo che anche le due 
faccie slmili CNPL, SABF si trovino in 
uno stesso piano. L’ang. NCL = ASF, 
dunque NC è parallelo ad AS; ma an- 
che NE è parallelo ad AD (387. 2."), dun- 
que l’angolo CNE = SAD (391); dun- 
que i due triangoli rettangoli CEN , SDA sono simili; dunque; 

CN : S.A :: NE : AD; ma CN : S.\ :: CM : SG, dunque: 

, CM : SG : : CN : SA : : NE : AD. 

460. CoROLL.\Rio. In due prismi regolari simili gli apolemi delle 

basi sono proporzionali alle altezze (289). , 

461. Scolio. La stessa dimostrazione si può fare anche per le 
piramidi simili: dunque: 1.® nelle piramidi simili i lati delle basi 
e gli spigoli omologhi soìio proporzionali alle altezze; 2.® nelle 
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piramidi regolari simili gli apolemi delle basi sono proporzionali 
alle altezze. 

TEOREMA 


462. Dm tetraedri sono simili quando hanno un angolo diedro 
uguale compreso da faccie rispettivamente simili. * 

Sia l’angolo diedro SC =: DG; e i due trian- 1^ ^ 

goli ASC, SBC simili rispettivamente a’ due trian- /i \ y i 

goli EDG, GDF; dico che i due tetraedri SACB, / \ 

DEGF sono simili (570). 

Prendasi sullo spigolo SC una parte SM ~ DG / ! , ^ 

e conducasi perii punto M il piano MNO parallelo 
a ACB, il tetraedro SMNO sarà simile al tetrae- 

Fiff 

dro SACB (447). ® 

Ora, dalla somiglianza de’ triangoli SAC, SMN e SCB, SMO, si ha: 
SA ; SN:: SC : SM :: SB ; SO; ma per ipotesi: 

SA : DE :: SC : DG :: SB : DF; dunque, poiché SM = DG, 
sarà anche SN rr DE, e SO ~ DF, e per conseguenza S.MN ~ EDG 
® SMO “ GDF. Dunque i due tetraedri SMNO, DEGF sono uguali 
(403.4.0); ma SMNO è simile a SACB, dunque anche DEGF è si- 
mile a SACB. c. s. D. D. 


TEOREMA 

463. Due poliedri simili si possono dividere in un numero uguale 
di tetraedri simili e similmente disposti. 

Decomposte in triangoli le faccie de’poliedri non adiacenti agli an- 
goli S, », uniti i punti S e s v ^ 

cogli angoli di que’ triangoli , e 

fatti passare i relativi piani , si \ 

decompongono i due poliedri in 

un egual numero di tetraedri, i 

quali si possono dimostrare simili ^ 

nel modo seguente : ‘ n 

Il tetraedro SADC è simile a »adc, *®j. 

perchè le due faccie SDA, CDA sono simili alle due sda, oda (243. 4.“) 
e r angolo diedro DA da, perchè angoli diedri corrispondenti dei 
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due poliedri simili; dunque i due tetraedri hanno due faccie simili, 
ohe formano un angolo diedro uguale, dunque sono simili (464). 

Il tetraedro SACF simile a sacf. Infatti ACF e SCA simili rispet- 
tivamente a acf e sca. Inoltre l’angolo diedro FCAD — fcad; ma la 
parte SCAD del primo è eguale alla parte scad del secondo (perchè 
angoli diedri dei due tetraedri SADC, sadc, già dimostrati simili), 
dunque anche l’ altra parte SCAF del primo è uguale all’altra parte 
scaf del secondo ; dunque anche i due tetraedri SACF, aacf hanno 
due faccie simili, che formano un angolo diedro uguale, dunque 
sono simili. Nello stesso modo si dimostrano simili gli altri tetrae- 
dri, che compongono i due poliedri. 

464. Scolio. Si dimostra pure la proposizione reciproca: se due 
poliedri sono composti dt un egiial numero di tetraedri simili e 
similmente disposti, sono simili. 

TEOREMA 

465. Le superficie di due poliedri simili stanno come le faccie 
omologhe, o come i quadrati degli spigoli omologhi. 

« Essendo le faccie EFGS, SGBD, CEDA di un poliedro si- 

mili rispettivamente alte faccie efgs, sgbd, còda dell’altro, tutti 

gli spigoli EF, FG, GS, SD, DA, AC del primo saranno pro- 
porzionali rispettivamente con tutti gli spigoli ef, fg, gs, sd, da, ac.... 
del secondo, o, con altre parole, gli spigoli omologhi ne’ due poliedri 
avranno tutti un medesimo rapporto. 

Ma le faccie di un poliedro stanno alle omologhe dell’altro, come 
i quadrati de’ lati omologhi, ossia degli spigoli omologhi, dunque 
anche tutti i rapporti delle faccie omologhe ne’ due poliedri sono 
uguali fra loro e uguali al rapporto de’ quadrati di due spigoli 
omologhi. 

Avremo adunque: , 

EFGS ; efgs :: SGBD : sgbd : : CEDA : cbda : : ESDA : esda : : 

EFCA : efca :: FCBG : fcbg :: FG* : fg^\ dalla quale si avrà; 

EFGS + SGBD + CBDA f KSDA + EFCA + FCBG: 
efgs A' sgbd + cbda + esda + efca + fcbg : : EFGS : efgs :; FG* : fg *) 
ossia: Sup. poi. FD : sup. poi. fd : : EFGS : efgs ; : FG* • fg'. c. s. d, d. 
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466. Corollario. Nelle due piramidi simili SABCI), sahcd si 

■ — » — — Iq 

avrà: sup. SABCD : sup. sahcd :: ABCD : abcd : ; SD" ; sd“\ ma 


SD : sd :: SM" : (418), dunque; 


sup. SABCD : sup. sahcd ABCD : ahcd 
La stessa dimostrazione si può fare 
anche per li prismi simili, dunque: le 
superfìcie di due prismi simili, o di 
due piramidi simili, stanno come le 
loro basi, o come i quadrali degli spi- 
goli omologhi, o come t quadrati delle 
loro altezze. 


SD" : ::SM 

B 


Fig. 20 i. 


sm 
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467. I volumi di due tetraedri simili stanno come i cubi de" loro 
spigoli omologhi. 

Se i due tetraiedri SABC, DEGF, sono simili si avrà (Fig. t20^); 

SABC ; DEGF ; ; Sc’ : 1)G’. 

Infatti, formato sopra il tetraedro SACB, con una costruzione.si-^ 
mile a quella del n.° 462 , il tetraedro SMNO — DEGF, si avrà: 

ACB ; MNO :: : SX* (418); ma , essendo SY : SX ;; SC ; SM. 

si ha anche : 

ACB; MNO : SM % e 


SY 


SX 


:;SC:SM; dunque, facendo la composta: 


ACB 


SY 


MNO 
SX 


SX 

T~ 


SC^ : SM ’.niaACB.-^=SACB(45-5) 


5 


^ = SMNO 1 = DEGF e SM zz DG, dunque: 




rT3 


SACB ; DEGF ; : SC" ; DG’ 

468. COROLL.ARIO 1 Come stanno fra loro I volumi de' poliedri 

simili. Essendo i poliedri simili composti di un egual numero di 
tetraedri simili e similmente disposti, con una osservazione uguale 
a quella del n.® 465 si conchiuderà : i rapporti de’ tetraedri* simili 
ne’ due poliedri sono tutti uguali fra loro e uguali al rapporto de* 




I 
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pubi de’ loro spigoli omologhi ; così che supponendo 

T, T', T"... /, i tetraedri disi due poliedri 1*, p e m . « 

il rapporto uguale degli spigoli omologhi, si avrà: 

• T : / : :T' : : T" ; : : ;n3 : n»; 

e quindi : T + T' + T" f /'' + : : //|3 : «s 

ossia: P : /> : : e quindi: i volumi de’ poliedri simili 

stanno come i cubi de’ loro spigoli omologhi. 

469. Corollario 2.“. Essendo ne’ prismi e nelle piramidi simili 
gli spigoli proporzionali alle altezze (459 é 464), si avrà anche: / 
volumi de’ prismi o delle piramidi simili stanno come i cubi de' loro 
spigoli, 0 delle loro altezze. 
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DEI TRE SOLIDI ROTONDI. 

I tre solidi rotondi, de’ quali si occupa la Geometria Elementare, 
sono : il cilindro, il cotto, la sfera. Noi tratteremo prima del cilin- 
dro e del cono e poscia della sfera, in due numeri separati. 

I. 

DEL CILINDRO E DEL CON'O. 

DEFINIZIONI E NOZIONI GENERALI. 

470. Ciliadro. Il solido terminato da due circoli uguali e paralleli, 
e da una superficie curva convessa , la quale 
si suppone generata da una retta, che, ri- 
manendo sempre parallela a sè stessa, per- 
corre con una sua estremità la circonferenza 
di uno dei due circoli, descrivendo quella 
dell’altro coll’ altra sua estremità. 

Basi. Sono i due circoli, che terminano 
il cilindro. f'g- Fig. j 06 . 

Lato. È la retta generatrice della superfìcie curva del cilindro. 

Agae. È la retta, che unisce i centri delle due basi. L’asse ne’ 
cilindri è sempre uguale al lato. 

Allessa. È la perpendicolare abbassata da un punto della base 
superiore sopra il piano della base inferiore. 

Superflrie eonvessa; è la superficie generata dal lato. 

Soperfleie tolale; è là somma de’ circoli delle due basi colla su- 
perficie convessa. 

471. Ciliadro retto è il cilindro, nel quale la retta generatrice 
è perpendicolare al piano della base (Fig. 206). Nel cilindro retto 
l’altezza è uguale all’asse e al Iato del cilindro. 

^ 472. Ciliadro obbliqao è il cilindro, nel quale la retta genera- 

trice è inclinata al piano della base (Fig. 205). 
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475. 11 cilmdro retto si può anche considerare generato da un ret- 
tangolo FfiLH, che si aggira intorno ad uno de’ suoi lati, per esem- 
pio GL. In tale ipotesi il lato stesso immobile GL è V asse del ci- 
lindro; il lato FH opposto a GL è il lato del cilindro; e i due 
lati HL, FG contigui all’asse, sono i raggi delle due basi. 

La sezione NO parallela alla base di un cilindro è un circolo 
uguale alla base; essa infatti è limitata dalla circonferenza, che si 
può immaginare descritta dal punto N della linea generatrice FH, 
circonferenza, che deve essere uguale e parallela alla base HL 
perchè si può calcolare come la base superiore del cilindro gene- 
rato dal lato HN. 

474. Cilindri nsanll* Sono uguali due cilindri, quando hanno 
uguali i raggi delle basi, e i lati e quando questi sono ugualmente 
inclinati sul piano delle basi. E poiché la uguale inclinazione de’ 
lati uguali porta necessariamente la uguaglianza delle altezze: sono 
uguali due cilindri, quando hanno uguali i raggi delle basi, i lati 
e le altezze. 

E nel caso de’ cilindri retti': sono uguali due cilindri retti, quando . 
hanno uguali i raggi delle basi e gli assi, o i lati o le altezze. 

475. Ciiiadri simili. Due cilindri sono simili, quando i raggi delle 
basi sono proporzionali agli assi ed alle altezze (459) ; e due cilindri 
retti sono simili, quando hanno i raggi delle basi proporzionali agli 
assi 0 a’ lati o alle altezze (460). Dunque: due rettangoli simili ge- 
nerano, aggirandosi intorno a’ lati omologhi, due cilindri retti simili. 

476. Cono. Il solido, che è terminato da un circolo e da una su- 
perficie curva convessa, che si può immaginare generata da una 
retta, la quale si aggira con una sua estremità intorno la circon- 
ferenza del circolo, appoggiata sempre ad un punto preso fuori 

del piano dello stesso circolo. 

» 

Base. E il circolo, che termina il cono. 

Veriicc. È il punto fuori del piano della base, al quale resta 
sempre appoggiata la linea generatrice. 

Asse. E la retta, che unisce il vertice col centro della base. 

• • 

• Lato. Qualunque retta, che unisce il vertice con un punto della 
circonferenza della base. 

Superficie convessa. È la superficie curva generata dalla linea, 
che si aggira intorno alla circonferenza della base. 


V 


S 



Fig, 207. Fig. 208. 
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Soperflcie totale. È l’ area della base addizionata colja superfìcie 
convessa. * 

477. Cono retto. È retto il cono, quando 
il suo asse è perpendicolare al piano della 
base (Fig. 208). Nel cono retto i lati sono 
tutti uguali, perchè tutti ugualmente di- 
stanti' dalla perpendicolare, ossia dall’asse. 

478. Cono obbllquo. È obbliquo il cono, 
quando il suo asse è obbliquo al piano della 
base (Fig. 207). 

479. Il cono retto si immagina anche generato da un triangolo 
rettangolo ASB, che si aggira intorno ad uno de’ suoi cateti SB. Il 
cateto immobile è V asse del cono retto, T altro cateto AB è il raggio 
della base del cono, l’ ipotenusa SA è il ' lato sempre uguale del 
cono retto, o la linea generatrice del cono. 

La sezione parallela alla base in un cono qualunque è sempre un 
circolo; essa infatti deve essere simile alla base, la quale è un 
circolo (4i6). 

480. One codÌ sono uguali, quando hanno eguali i raggi delle 
basi e gli assi, e quando questi sono ugualmente inclinati sul piano 
delle basi; e quindi: due coni sono uguali, quando hanno uguali i 
raggi delle basi, gli assi e le altezze; dunque: 

Due coni retti sono uguali, quando hanno uguali i raggi delle basi 
e gli assi 0 le altezze. 

481. Due coni sono slmllL quando hanno i raggi delle basi pro- 
l)orzionali agli assi ed alle altezze (461. 1.®); e per conseguenza: 

Due coni retti sono simili, quando hanno i raggi delle basi pro- 
porzionali agli assi 0 altezze e quindi a’ lati (461. 2.®). Dunque due 
triangoli rettangoli simili generano , aggirandosi intorno i cateti 
omologhi, due coni simili. 

482. Con costruzione e ragionamento aflatto uguali a quelli del 
n.® 416 si dimostrano le seguenti proposizioni: 

1. ® Se si taglia un cono con un piano parallelo alla base,' il pic- 
colo cono superiore risulta shnile alV intiero cono (417). 

2. ® Le sezioni parallele in un cono stanno come i quadrati delle 
loro distanze dal vertice (418). 

3. ® Le sezioni fatte in due coni di uguale altezza con piani 
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ìujunlTnenle disianli dal verlicc, hanno lo slesso rapporto delle due 
basi (419). 

483. Tronco di cono a basi paraliele; è il solido, ^ a 

che rimane tagliando un cono con un piano parallelo j |\ 

alla base, e portando via il piccolo cono superiore. ^ 1 
Basi. Sono i due circoli, che terminano il tronco. j“'\ 

Asse. La retta, che unisce i centri delle due basi. 

Tronco di cono rcllo a basi paraliele , dicesi il j \ 

tronco di cono, quando il cono, che si taglia, è retto, io ) 

J1 tronco di cono retto a basi parallele si può con- 
siderare generato dalla rivoluzione di un trapezio fìr. 209. 
rettangolo ACDB intorno il lato BD, perpendicolare a’ due lati 'pa- 
ralleli AB, CD. 

11 lato perpendicolare è V asse del tronco, e ne misura l’altezza; 
i due lati paralleli sono i due raggi delle due basi. 

lialo, 0 apotema del tronco di cono retto a basi parallele, è il la- 
to AC opposto a DB, il lato, cioè, che colla sua rivoluzione genera la 
superficie curva convessa. 

■ 484. Dati i raggi AB, CD delle due basi e l’altezza DB del tronco, 
si trova r altezza del cono residuo, e rgltezza dell’intiero cono nel 
modo seguente: 

Da’ due triangoli simili SAB, SCD si ha la proporzione : 

AB : CD SB ; SD; dalla quale le due altre: 

4.“ AB : CD — AB : : SB : SD — SB ossia 
.\B : CD— .4B :: SB : DB 
2.* CD — AB ; CD :: SD— SB : SD, ossia 

CD — AB : CD :: DB : SD; dalle quali si ricavano le due 
equazioni: 


d.“ SB = 


2.” SD 


AB . DB 
"CD— AB 
CD - DB 
CD — AB ’ 


dunque : 4 .“ l’altezza residua del Irotwo è uguale al prodotto del- 
V asse del tronco nel raggio della base superiore, diviso per la dif- 
ferenza de’ raggi delle due basi. 

2." L’altezza dell’intiero cono è uguale al prodotto dell’asse nel 
raggio della base inferiore, diviso per la differenza de’ raggi delle 
due basi. 

Coometria, et:. i 1 
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48o. Un piano è tangcnle al cilindro o al cono, quando ha una 
sola retta comune colla superficie del cilindro o del cono, e questa 
retta è un lato dello stesso cilindro, o dello stesso cono. 

486. Un prisma dicesi circoscritto al cilindro, quando le sue 
faccio sono tangenti al cilindro e le sue basi si trovano negli stessi 
piani delle due basi del cilindro. 11 cilindro in questo caso dicesi in- 
scritto nel prisma. 

487. Un prisma dicesi inscritto nel cilindro, quando tutti i suoi 
spigoli sono lati del cilindro e le sue basi si trovano negli stessi 
piani delle due basi del cilindro. Il cilindro in questo caso dicesi 
circoscritto al prisma. 

488. Una piramide dicesi circoscritta ad un cono, quando, avendo 
il vertice nel vertice del cono, le sue faccie sono tangenti alla super- 
ficie convessa del cono, e la sua base trovasi sul piano della base 
del cono. Il cono in questo caso dicesi inscritto nella piramide. 

489. Una piramide dicesi mscritta m un cono, quando, avendo il 
vertice nel vertice stesso del cono , i suoi spigoli sono tanti lati 
del cono e la sua base trovasi sul piano della base del cono. In que- 
sto caso il cono dicesi circoscritto alla piramide. 

PROBLEMI 

t)ELL.\ MISURA DELLE SUPERFICIE E DEI VOLUMI DEL CILINDRO, 
DEL CONO E DEL TRONCO DI CONO. 

490. Dalla proposizione dimostrata nella geometria piana (518); il 
circolo si può considerare come un poligono regolare di un numero 
infinito di lati infinitamente piccoli; seguono evidentemente le tre 
proposizioni seguenti : 

1.® il cilindro si può considerare come un prisma, avente per basi 
due poligoni regolari di un numero infinito di lati infinitamente 
piccoli; 

‘2.® il cono si può considerare come una piramide, avente per basa 
un poligono regolare di un numero infinito di lati infinilamenk 
piccoli; 

3.*' il tronco di cono a basi parallele si può considerare come un 
tronco di piramide a basi parallele, avente per basi due poligoni 
regolari di un numero infinito di lati infinitamente piccoli. 
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Dalle quali proposizioni deriva immediatamente la conclusione 
generale seguente; i teoremi dimostrati per li prismi, le piramidi 
ed i tronchi di piramide si possono estendere a’ cilindri, a’ coni, 
ed a’ tronchi di cono; e per conseguenza il principio; 

Le misure delle superfìcie e de’ vè lumi de’ cilindri , de’ coni, e 
de’ tronchi di cotto si possono dedurre dalle misure delle superfìcie 
e de’ volumi de’ prismi, delle piramidi e de’ tronchi di piramide. 

E noi appunto, siccome dal medesimo principio abbiamo dedotte 
le misure della circonferenza e del circolo, dedurremo adesso an- 
che queste; però, se un tal metodo di ottenere quelle misure può 
essere preferito dal lato della sua brevità e semplicità, non lo è, 
siccome abbiamo fatto osservare nella Geometria piana, dal lato 
del rigore geometrico delle sue deduzioni ; ma, le proposizioni, che 
si riferiscono a queste misure, si possono vedere dimostrate con tutto 
il rigore geometrico, nell’Appendice in fine di questo Trattato.' 

1. 491. Misura della superfleie convessa di un cilindro retto. 

La superficie laterale di un prisma retto è uguale al prodotto 
del lato nel perimetro della base (440) ; dunque; la superficie con- 
vessa di un cilindro retto è uguale al prodotto del suo lato nella 
circonferenza della sua base. 

Dunque, indicando con L il lato o l’asse e con R il raggio della ‘ 
base, si avrà; Sup. conv. cilin. — L • 2;:^. 

492. Corollario!. “Si ottienelasuperficie totale, addizionando colla 
superficie convessa del cilindro l’area delle sue due basi, cioè 2t:?i-; 
si ha adunque; Sup. tot. cil. — L - 2 tiR + 2t:R* (L + R) 2ttR; 
e quindi ; la superfìcie totale di un cilindro retto è uguale al pro- 
dotto della somtna del suo lato e del raggio della sua base nella 
circonferenza della stessa base. 

493. CoROLL.ARio 2.® Indicando con B l’area della base di un 

cilindro retto, si ha; B 2tR • ; ma Sup. conv. cil. = L ■ 2-R ; 

h 

R R 

dunque; Sup. conv, cil. ret. ; B ;; 2 t:R • L ; 2r:R • ;: L ; ^ — ; e 

quindi ; la superfìcie convessa del cilindro retto ha colla sua base 
lo stesso rapporto, che il suo lato ha colla metà del raggio della 
stessa sua base. 

494. Misura della superfìcie convessa di un ciliwlro obbliquo. 

La superficie laterale di un prisma obl)liquo è uguale al pro- 
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dotto del suo spìgolo nel perimetro della sezione fatta nel prisma, con 
un piano perpendicolare 'allo stesso spigolo (443); dunque: la mU 
mra della superficie convessa del cilindro obbliquo è uguale al pro- 

* dolio del lato del cilindro nel conlorno della sezione falla dal piano 
perpendicolare allo slesso lato. 

Poiché il piano non è in questo' caso parallelo alla base del ci- 
lindro, la sezione non può essere un circolo uguale alla base; la 
rettificazione pertanto della linea curva, che limita quella sezione, 
non si può avere co’ principii insegnati nella Geometria.* Si può 
ottenere praticamente, circondando il cilindro con un filo, in modo 
che il piano di questo riesca perpendicolare al lato del cilindro, 
e poscia misurando la lunghezza di quel filo disteso. 

La superficie totale del cilindro obbliquo si ottiene, come nel ci- 
lindro retto, addizionando colla sua superficie convessa l’area delle 
sue due basi. . 

495. li. Misura della superflcie convessa di un cono redo. 

La superficie laterale di una piramide retta è uguale al pro- 
dotto della metà dell’apotema nel perimetro della base (445): dun- 
([ue: la misura della' superficie convessa del cono retto è uguale al- 
prodotto della metà del suo lato nella circonferenza della sua base. 

• Indicando con L il lato, e con R il raggio della base, si avrà: 

L 

Sup. conv. cono retto zz: • 27 tR = L - t:R. 

496. Corollario 4." Addizionando colla superficie convessa l’a- 
rea della base, cioè ttR^, si ottiene la superfìcie totale del cono ret- 
to; si ha: 

Slip. tot. cono retto zz L - ttR + R^ =: ) * 2/iR; 

dunque: la superficie totale del cono retto è cignale al prodotto 
della semisomma del suo lato e del suo raggio nella circonferenza 
della sua, base. 

497. Corollario 2.° Indicando con B l’area della base, si ha: 

R L 

R zz 27rK* ma Sup. conv. cono retto zz-— • 2;:R; dunque: 

L R 

Sup. conv. cono retto: B :: • 27 tR : — • 2rrR :: L : R; e quindi: 

À 2à 

y S 

la superficie convessa del cono retto ha colla sua base lo stesso 
rapporto^ che il suo lato ha col raggio della stessa sua base. 
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498. Scolio. Se le superfìcie convesse, così de’ cilindri retti j 
come de’ coni retti, sono rappresentate da prodotti, ne’ quali i fìit- 
tori sono il lato, e la circonferenza della base, ossia il raggio - di 
questa, si avranno per esse superficie le seguenti proposizioni: 

le superfìcie convesse di due cilindri retti o di due coni- retti 
sono nella composta de’ loro lati e de’ raggi delle loro basi; 

le superfìcie convesse di due cilindri retti o di due coni retti 
di lati uguali, sono nella diretta de’ raggi delle loro basi; 

3. ^ le superfìcie convesse di due cilindri retti o di due coni retti 
di ugual base, sono nella diretta de’ loro lati. 

4. ® Se le superfìcie convesse di due cilindri retti o di due coni 
retti sono uguali, i loro lati devono stare nella inversa de’ raggi 
delle loro basi. 

5. *' Se i lati di due cilindri retti o di due coni retti sono nella iu- 
versa de’ raggi delle loro basi, le loro superfìcie convesse devono 
essere uguali. 

499. 111. misura della supcrflcle convessa di un tronco di cono 
retto a basi parallele. 

La superfìcie laterale di un tronco di piramide retta a basi pa- 
rallele è uguale al prodotto deirapotema nella semisomma de’ pe- 
rimetri delle due basi; 0 anche: è uguale al prodotto dell’apotema 
nel perimetro della sezione formata al mezzo del lato del tronco da 
un piano parallelo alle due basi (447); dunque: 

la misura della superficie convessa di un tronco di cono retto a 
basi parallele è uguale al prodotto del lato nella semisomma delle 
circonferenze delle due basi; o anche: è 'uguale al prodotto del 
lato nella circonferenza formata col piano condotto dal punto di 
mezzo del lato del tronco. 

■‘Indicando con L il lato ^ ì rnnmri HpHp ^Ihp s 


500. Corollario. Si ottiene la superfìcie totale, addizionando (a 
superfìcie convessa colla somma delle aree delle due basi; si ha. . 
Sup. tot. tronco in Ltt (R r) + zz tÌ (ll^ + + [Rf r] L). 


' Il volume di un prisma qualunque è uguale al prodotto della 
sua base nella sua altezza (452) ; dunque; la 7nisura del volume di 


avrà: Sup. conv. tronco 



501. IV. misnra del volnme di nn cilindro qualnnquc. 
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im cilhulro qualunque è ugnale al prodotto della sua base nella 
sua altezza. 

Se il cilindro è retto l’altezza è uguale al lato, o all’asse; dun- 
fjue; la misura del volume del cilindro retto è uguale al prodotto 
della sua base nel suo asse. 

Indicando con A l’altezza d’un cilindro e con JR il raggio della 
sua base, si avrà: Voi. cil. = A • ttR . 

4 

502. Misura del volume di un troìico di cilindro retto. 

Sia il cilindro retto AH, in cui 0 sia il punto di 
mezzo del suo asse PG ; fatto passare per quel punto 
un piano qualunque DE, esso, qualunque sia la sua 
direzione, divide evidentemente il cilindro in due parti, 
le quali si possono sovrapporre e le quali per conse- 
guenza sono uguali; così che la misura del volume del 
tronco di cilindro DH sarà uguale alla metà della mi- 
sura del volume del cilindro intiero, si avrà cioè: 

PG * circolo FG 




u 


V P'\ 




Fig. 210. 


Voi. tronco cil. zz 


OG • circolo FG. 


OG è l’asse del tronco; circolo FG è la base del cilindro. Ora, dato 
un tronco di cilindro retto qualunque, esso si può sempre consi- 
derare come la metà di un cilindro di ugual base e di doppia al- 
tezza, tagliato pel punto di mezzo del suo asse col piano della se- 
zione superiore del tronco; ossia si può sempre considerare, come 
nel caso particolare del tronco DH, la metà del cilindro retto della 
stessa base e di doppia altezza; dunque si può conchiudere gene- 
ralmente: la misura del volume di un twnco di cilindro retto è 
uguale al prodotto della base del cilindro neWasse del ti'onco, 

505. V. Trovare la misura di ud cono qualunque. 

Il volume di una piramide qualunque è uguale ad un terzo del 
prodotto della sua base per la sua altezza (453); dunque: la ìiiisura 
del volume di un cono qualunque è uguale al terzo del prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

Se il cono è retto, l’altezza è uguale all’asse, dunque: la misura 
del volume di un còno retto è uguale al terzo del prodotto della 
sua base nel suo asse. 

Indicando con A l’altezza del cono, e con R il raggio della base, 

A- 


si ha: Voi. cono 


-R 
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504. Corollario. Il cono è la terza parte del cilindro di ugual 
base e di uguale altezza. 

505. Scolio. Essendo i volumi de’ cilindri e de’ coni uguali a’ 
prodotti, ne’ quali i fattori sono l’altezza e l’area della base , ossia 
il raggio della base, si avranno per li cilindri e per li coni le se- 
guenti proposizioni : 

I cilindri o i coni di ugual raggio e di uguale altezza sono 
equivalenti; 

2. “ I cilindri o i coni stanno nella composta de’ loro raggi e 
delle loro altezze. 

3. ® I cilindri o i coni di raggi uguali stanno nella diretta delle 
loro altezze. 

4. “ I cilindri o i coni di uguali altezze stanno nella diretta de’ 
loro raggi. 

5. “ 1 cilindri o i coni equivalenti hanno i loro raggi nella in- 
versa delle loro altezze. 

• 6.*^ Se i raggi di due cilindri o di due coni sono nella inversa 
. delle loro altezze, i cilindri o i coni sono equivalenti. 

506. VI. Misura del volume di un tronco di cono a basi pa- 
rallele* 

11 volume di un tronco di piramide a basi parallele è uguale al 
terzo del prodotto della sua altezza nella somma della base infe- 
riore colla superiore e colla media tra questa e quella (455); dun- 
que; la misura del volume di un tronco di cono a basi parallele è 
aquale al terzo del prodotto della sua altezza^ nella somma della 
base inferiore colla superiore e collcu media tra questa e quella. 

Indicando con A l’altezza del tronco, con R, r i raggi delle due 
basi, si avrà: 

Voi. tronco zz ^ttR^+ + ^)— zp" t^(R^ +'Rr). 

507. Ragione delle snperflcie convesse di due cilindri retti simili. 

Siano R, r i raggi delle loro basi e L, / i loro lati; si avrà: 

2ttR : 27rr :: R : r ;: L : (475); ma: 

L : l :: R : r :*. L : dunque: 

L • : l ■ 2r:r :: R2 : rS ; P; ma 

L • 27rR n: sup. conv. del cil. retto di raggio R e di lato L (491); e 

/ • 27 :r =: sup. conv. del cil. retto di raggio r e di lato /; dun- 
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([ue : le superfìcie convesse di due cilindri retti simili stanno come 
d quadrati de’ loro raggi o come i quadrati de’ loro luti o assi o 
altezze. 

308. Ilagione de’ volami di due clliadri simili. 

Indichiamo con R, r i raggi delle basi e con A, a le altezze dei 
due cilindri simili; avremo: 

7tR 2 ; rr 2 : ; R ^ : r 2 : : A* ; a 2 (475) ; ma 

A : a :! R : r :: A : a; dunque: 

A ■ rR2 : : « • ttc* :: R3 ; A^ : a*; ma A • — volume ci- 
lindro di raggio R e di altezza A (301); a ■ r.r- ~ volume ci- 
lindro di raggio r e di altezza a; dunque; i volumi di due cilin- 

dri simili stanno come i cubi de’ loro raggi, o come i cubi delle loro 
altezze, e quindi anche come i cubi de’ loro assi o lati. 

309. Hogione delie superficie convesse di due coni retti slmili. 
Indichiamo con R, r i raggi delle basi, e con L, l i lati, e con A, a 

gli assi 0 altezze d|ei due coni; avremo: 

Unii : ÌTir :: R ; r ;; L : / A ; a (481); ma 




Il : r : : L : / : : A : a; dunque ; 



• 271 /’ 


R2 : /-2 


L2 : 


a 


ì. 

y 


ma -j- - 2t:R ~ superficie convessa del cono retto di raggio R 


e di lato L (493); ■ '2nr — superficie convessa del cono retto 

di raggio r e di lato l, dunque : le superficie convesse di due coni 
retti simili stanno come i quadrati de’ loro raggi, o come i qua- 
drati de' loro lati, o come i quadrali delle loro altezze. 

310. Ragione de’ volumi di due coni simili. 

Dalle due proporzioni: 


1. " t:R 2 : 7:r2 :: R2 ; r2 a2 

2. “ — - — : — - :: R: r :: A : n; si ottiene la 

;i 3 


3.“ . nr^ ; : R3 ; r3 :: A» : «3; 

ma . ttR ^ z:: volume del cono di raggio R e di altezza A (505); 

t) 
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-™- . 7T/‘" — volume del cono di raggio r e di altezza «; dunque: 

i volumi di due coni simili stanno come i cubi de’ loro rag<ji, o 
come i cubi delle loro altezze, e, per conseguenza, come i cubi do' 
loro assi. ' 


II. 

DKLLA SFERA. 

DEFINIZIONI E NOZIONI GENERALI. 

5H. Sfera. E un solido terminato da una superficie curva con- 
vessa , la quale ha tutti i suoi punti ugualmente distanti da un punto 
preso dentro di essa. 

5i2. Centro. È il punto interno della sfera ugualmente distante 
da tutti i punti della sua superficie. 

515. Uaggio. E qualun<[ue retta, che dal centro va ad un punto 
ridia superficie della sfera. Dunque i raggi di una sfera sono tutti 
uguali. 

514. Diametro. È qualunque retta, che va da un punto ad un’altro 
della superficie della sfera, passando pel centro di questa. 

La sfera si può calcolare generata da un semicircolo, che si ag- 
gira intorno al suo diametro. 

515. Qualunque sezione d’una sfe- 
ra è un circolo. Sia la sezione qua- 
lunque AFBE. .Abbassata dal centro 
G la CD perpendicolare al piano della 
sezione, e condotte le rette C.\, CE, 

CG, CB... queste sono tutte uguali, 
perchè raggi della sfera ; dunque , 
unito il punto 1) co’ punti A, E, G, 

B .. . risultano i triangoli rettangoli 
.\CD, ECD, GCD, BCD.... uguali 
(122. 1."), dunque DA, DE, DG, DB.... 
sono uguali; dunque AEGB è un cir- 
colo , e il suo centro è 1). 

516. Come la sfera si può calcolare generata dal semicircolo MLN, 





Fig. 211. 
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che si aggira intorno il proprio diametro MN, cosi qualunque sezione 
di essa si può calcolare generata da una ordinata AD, perpendi- 
colare al diametro d’un semicircolo generatore della sfera. Dunque ; 

4. “ Le sezioni ugualmente distanti dal centro sono uguali 
(245. 1." ). 

2.° Di due sezioni è maggiore quella, che è più vicina al cen- 
tro (243. 2."). 

5. “ Le sezioni, che passano pel centro sono uguali e massime (244). 

4. ® Dal centro di una sezione innalzando una perpendicolare 
al suo piano, questa passa pel centro della sfera e per tutti i cen- 
tri delle sezioni ad essa parallele , alle quali è anche perpendicolare. 

517. Circolo masfiimo. Qualunque sezione, che passa pel centro. 
Due punti della superficie , quando non sono gli estremi d’ uno 
stesso diametro, ossia quando non sono in linea retta «ol centro 
(574. 6.®), determinano la posizione di un circolo massimo. 

518. Circolo minore. Qualunque sezione, che non passa pel cen- 
tro. Per determinare un circolo minore occorrono tre punti della su- 
perficie della sfera. 

La intersezione di due circoli massimi , che si tagliano è un dia- 
metro ; e i due circoli si tagliano per metà. 

519. Poli. Le due estremità di un diametro della sfera perpen- 
dicolare ad un circolo, diconsi i poli di quel circolo. Dunque : 

1. ® tutti i circoli paralleli hanno i loro poli comuni (516. 4.®); 

2. ® tutti i punti della circonferenza d’un circolo sono ugualmente 
distanti da ciascuno de’ poli di esso circolo; 

5. ® se due punti d’un arco di circolo massimo sono distanti di 90® 
da uno stesso punto della superficie, quel punto è un polo del cir- 
colo massimo, di cui è parte quell’arco; 

4.® le circonferenze delle sezioni 
nella sfera si possono anche calcolare 
come generate dalle ipotenuse MX, 

MK .... de’ triangoli rettilinei MXY, 

MKC....; le quali, ferme in una loro 
estremità 4f girano con l’altra X, K.... 
intorno alla superficie della sfera. La 
estremità M, intorno alla quale la ipo- 
tenusa gira , è il polo del circolo ge- 
nerato daU’altra estremità. 
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Dunque, per descrivere un circolo con un dato polo, basterà aprire 
il compasso d’una quantità uguale all’ipotenusa corrispondente al 
circolo domandato, fermare una punta come centro nel punto de- 
terminato come polo e girare l’altra punta intorno la superficie 
della sfera. Il compasso destinato a questo uso ha una costruzione 
particolare, per la quale si può piegare ad angolo nella estremità 
della gamba, che deve descrivere la circonferenza; chiamasi : co/n- 
passo sferico. 

L’apertura di compasso, colla quale si descrive un circolo mas- 
simo nella superficie della sfera di raggio R, deve essere evidente- 
mente uguale: R\/2; infatti MK è l’ipotcnusa del triangolo ret- 
tangolo isoscele MKC, del quale ciascuno de’ due cateti MC, KG 
è uguale al raggio della sfera. 

520. Angolo sferico. L’angolo diedro formato dai due piani fatti 
passare per i due archi di circolo mas- 
simo, che concorrono in un punto. I due 
archi diconsi i lati dell’angolo ; e il punto 
del loro concorso dicesi il vertice del- 
l’angolo. Esso si denomina, come gli an- 
goli rettilinei, col mezzo de’ lati, che lo 
formano : così dicesi 1’ angolo MAN o 
NAM, e intendesi l’angolo formato dai 
due semicircoli, che passano per li due 
archi AM, AN e che si tagliano nel dia- 
metro comune AB. 

521. .%lisnra dell’angolo sferico. Fatto centro in .4, vertice del- 
l’angolo, con raggio RV^2 descritto il circolo massimo HK, i due 
punti A e B saranno i suoi due poli; dunque .AO perpendicolare 
al suo piano, dunque (392), condotti in esso piano i due raggi ON, 
OM l’angolo MON sarà la misura dell’angolo rettilineo diedro for- 
mato dai due semicircoli, ossia dell’angolo sferico MAN ; ma l’au- 
golo MON è misurato dall’arco MN, compreso dalle sue gambe, 
dunque: l’anfjoto sferico ha per misura l’arco compreso da’ suoi 
due lati nella circonferenza del circolo massimo, di cui il polo è 
il verlice dello slesso angolo. 

522. Triangolo sferico. È una parte della superficie sferica limi- 
tata da tre archi di circolo massimo. 


A 
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Questi archi si chiamano i iati del triangolo sferico ; essi si sup- 
pongono sempre minori di una semicirconferenza. Gli angoli , che 
i loro piani fanno fra loro, sono gli angoli del triangolo. 

I triangoli sferici si distinguono, come i rettilinei, in equilateri, 
isosceli e scaleni. 

525. Triangoli sferici simmetrici. Due triangoli sferici diconsi 
simmetrici, quando i tre lati dell’ uno , essendo uguali a’ tre Iati 
deH’altro, sono collocati in ordine inverso a quello di questi. 

Due triangoli isosceli adunque non possono essere simmetrici. 

524. Triangoli sferici polari. Il triangolo sferico DEF, formato dagli 

archi ED, DF, EF di circoli massimi, 
aventi i loro poli rispettivamente ne’ 
punti C, A, B, vertici del triangolo 
sferico BAC, dicesi triangolo polare 
di esso triangolo BAC. È facile di ve- 
dere, come, reciprocamente, il trian- 
golo BAC deve essere polare del 
triangolo DEF, ossia, come i tre pun- 
ti D, E, F siano rispettivamente i 
tre poli de’ circoli massimi, de’ quali 
sono parte i tre archi AC, BC, BA. 
Infatti, il punto D è distante 90° dal 

punto C, perchè C è polo dell’arco ED; e lo stesso punto D è ancora 
distante 90° dal punto A, percln'i A è polo dell’arco DF; dunque D 
è il polo dell’arco AC (5i9. 5.°); così si può dimostrare degli altri 
due archi. 

525. misura degli angoli di un triangolo sferico. Ciascun angolo 
d*im triangolo sferico ha per misura 180°, meno il lato opposto nel 
triangolo polare. 

Infatti, l’angolo E ha per misura (524) l’arco 

OM zz OC + CM = OC + BM — BC =: 480° — BC; 
cosi l’angolo A ha per misura l’arco 

HL = HF— LF=90° — LFzi:90°— LF + 90°— DL = 480° — DF; 
e così si dica degli altri angoli. 

526. Uguaglianza de^ triangoli sferici. Due triangoli sferici de- 
scritti sopra la superficie di una stessa sfera o di sfere uguali, si 
dimostrano uguali nelle stesse condizioni, nelle quali si dimostrano 
uguali i triangoli rettilinei, cioè a dire: 4.° quando hanno due lati 
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uguali, che comprendono un angolo uguale; ‘2.^ quando hanno un 
lato uguale adiacente a due angoli uguali; 3.^^ quando hanno tutti 
e Ire i lati uguali. » 

527. Proprietà del triangolo sferico Isoscele. Del triangolo sfe- 
rico isoscele si dimostra, come del triangolo isoscele rettilineo: 
'J.*’ che gli angoli alla base sono uguali; 2.” che l’arco, che divide 
l’angolo al vertice per metà, divide pure la base per metà ed è 
perpendicolare alla base; 5.“ che l’arco, che divide la base per metà, 
è perpendicolare alla base e divide l’angolo al vertice per metà. 

528. Proprietà del triangolo scaleno. Si dimostra che in un 
triangolo sferico scaleno qualunque: 4.® sono uguali que’lati, che 
si oppongono ad angoli uguali; 2.^^ è maggiore il lato, che si oppone 
all’angolo maggiore, e 5.^' è maggiore l’angolo, che si oppone al lato 
maggiore. 

Il metodo di dimostrare tutte queste proposizioni, è precisamente 
lo stesso di quello tenuto per le corrispondenti proposizioni ne’ 
triangoli rettilinei. 

529. Polìgono sferico. È una parte della superfìcie sferica limi- 
tata da archi di circolo massimo. 

550. Piramide sferica. È il solido, che ha per base un poligono 
sferico, ed è formato da tanti triangoli mistilinei, quanti sono i lati 
del poligono, aventi tutti il vertice nel centro della sfera. 

531. Fuso sferico. È la parte della superfìcie di una sfera limi- 
tata da due semicircoli massimi, aventi uno stesso diametro per in- 
tersezione. 

532. Spicchio o unghia sferica. È il solido limitato dal fuso e 
dai due semicircoli , che limitano il fuso. 

533. Zona sferica. È la parte della superfìcie della sfera com- 
presa tra due piani paralleli. 1 due circoli, che limitano la zona, di- 
consi le sue basi, 

534. Calotta sferica. Quando uno dei due piani è tangente alla 
superfìcie della sfera, la zona non ha che una sola base, e chiamasi 
calotta. 

La distanza tra i due piani delle basi è V altezza della zona. 

535. Segmento sferico. 11 volume rinchiuso dalla zona e dalle 
sue basi. 

536. Settore sferico. È il solido generato da un settore circo- 
lare, che s’aggira intorno ad uno de’ suoi raggi. 
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ó57- Crosta sferica. Il volume rinchiuso da due superfìcie sfe- 
riche concentriclie, ossia aventi il loro centro in un punto comune. 

o58. Tangente. Una retta od un piano *dicesi iangenle alla sfe- 
ra, quando la tocca in uq solo 'punto, il quale dicesi il punto di 
contallo di quella retta o di quel piano. 

• 539. Divisione della superficie della 
sfera. Sia la sfera di raggio EX. Fatto 
centro in come polo, si descriva il 
circolo massimo BHMB; e quindi, 
presi due archi uguali CD, EF, si 
facciano passare i quadranti AC, AD, 
AE, AF; si avranno i due triangoli 
sferici CAD, EAF, equilateri fra di 
loro, e per conseguenza uguali: dun- 
que : i trianrjoli sferici aventi il ver- 
tice in uno stesso punto e che com- 
prendono colla loro base archi uguali 
del circolo massimo^ di cui quel punto è un polo, so?io uguali. 

Da questa proposizione, ragionando come abbiamo fatto per li 
parallelogrammi e per gli angoli al centro di un circolo, si cou- 
chiude all’altra: i triangoli sferici, che hanno il vertice in uno 
stesso punto, stanno come gli archi compresi dalle loro basi nel 
circolo massimo, di cui quel punto è un polo. Dunque: que’ medesimi 
triangoli possono essere misurati da quegli stessi archi, che formano 
le loro basi, e la divisione stessa della circonferenza in gradi, minuti, 
secondi... può servire a calcolare la divisione della superficie sfe- 
rica. È facile infatti di vedere, che la superficie sferica intiera si 
può calcolare divisa in 720 triangoli sferici uguali, ciascuno de’ 
(juali comprende un grado della circonferenza massima, della quale 
il suo vertice è il polo; e che ugualmente ciascuno di que’ trian- 
goli sferici si può calcolare diviso in 60 triangoli sferici uguali, 
ciascuno de’ quali comprende un minuto primo di quella circonfe- 
renza, ec. 

Per questo fu convenuto di denominare que’ triangoli sferici o 
dall’ arco compreso dalle loro gambe , o dall’angolo formato dalle 
stesse gambe, angolo, che è misurato da quell’arco; e per con- 
seguenza, quando, parlando della superfìcie d’una sfera, si dice: 
un arco di 35®, un arco di 69®, un arco di 90®, ec..; non s’intende 
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altro che 3ó, 69, 90, ec., di que’ triangoli sferici di base un grado, 
e quindi non s’ intende altro che 55, 69, 90, ec., delle 720 parli 
dell’intiera superficie della sfera. 

4 

L’angolo adunque o l’arco di 90” è uguale a ossia della 

superficie della sfera; esso è l’angolo retto ed è Vunilù di misura, 
colla quale si confrontano gli angoli della superficie della sfera. 

540. DIviBloae del volume della sfera. Tutto quanto abbiamo 
discorso relativamente alla superficie della sfera, si può estendere 
al volume della sfera; anche questo si calcola di\iso in 720 pira- 
midi sferiche triangolali, aventi tutte il loro vertice nel centro 
e per base i 720 triangoli sferici, ne’ quali dividesi la superficie; 
({ueste piramidi sono tutte uguali e tutte comprendono sulla cir- 
conferenza massima un grado. E quando, parlando del volume della 
sfera, si dice; un angolo o un arco di 29’, di Si", di 90", non si de- 
ve intendere altro che 29, 54, 90 di quelle piramidi, ossia 29, 54, 
90 delle 720 parti dell’intero volume della sfera. L’angolo di 90" è 

uguale adunque a ossia — ^ dell’ intiero volume; e anch’esso 

è {'unità di misura, colla quale si confrontano gli altri angoli o ar- 
chi della sfera. 

541. Misura del fuso e dello spiechio sferico. Basta solamente 
osservare la figura per vedere subito, che il fuso sferico e lo spic- 
chio sferico sono ciascuno il doppio del rispettivo triangolo sferico, 
e della rispettiva piramide triangolare sferica, ossia del triangolo 
e della piramide, che comprendono nella circonferenza del circolo 
massimo un arco uguale. 

Dunque , le dimostrazioni fatte per li triangoli e le piramidi, sferi- 
che si estenderanno anche a’fusi ed agli spicchi sferici; e quindi; i 
fusi e gli spicchi sferici d’una medesima sfera o di sfere uguali 
stanno come gli archi di circolo massimo compresi da’ due semicir- 
coli, che li formano. 

Dunque se il fuso e lo spicchio si vogliono misurare coir«n/7</ 
triangolo e piramide, si troverà evidente la seguente proposizio- 
ne: un fuso ed uno spicchio sferico hanno per misura il doppia 
del proprio angolo, o arco. Così, per esempio , un fuso di 45“ ha per 
1 

Jiiisura 90" ossia — ^ — dell’intiera superficie; uno spicchio di 50" 
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Ila per misura 60“, ossia — ^ di angolo retto, ossia — — del- 
l’ottava parte dell’intiero volume della sfera, ec. 

542. Riesciranno pure di facile intelligenza le seguenti proposizio- 
ni : d.“ per due punii della superficie d’ una, sfera non si può far 
passare che un solo circolo massimo. Solamente si avverte, che se i 
due punti sono i due estremi d’un diametro, in tal caso, trovan- 
dosi anche il centro, terzo punto, che determina la posizione del 
piano , nella stessa linea retta cogli altri due, è indefinito il nu- 
mero de’ circoli massimi, che si possono far passare per que’ due 
punti. 

2. " Per tre punii presi sopra la superficie d'ima sfera si può sem- 
pre far passare un circolo; esso è minore, quando il centro della 
sfera si trova fuori del piano determinato da’ tre punti. 

3. " La piu breve distanza tra due punti presi sulla superfìcie di 
una sfera è l'arco di circolo massimo, che passa per li due punii. F, 
noto infatti, che di tutti gli archi di circolo, che passano per due pun- 
ti, è minore quello, che è descritto con un raggio maggiore (245). 

4. " Il raggio condollo al punlo di conlallo della rella, o del piano 
langenle alla sfera, è perpendicolare alla retla o al piano. 

5. “ Condolla dal cenlro della sfera una perpendicolare alla lan- 
genlc, essa deve andare al punlo di conlallo. 

6. " Innalzata dal punto di conlallo una perpendicolare alla reità 
o al piano tangente alla sfera , quella perpendicolare passa per il 
centro della sfera (257). 


PROBLEMI 


543. I. Dati due 


Fig. 31 fi. 



punti sopra la superficie d’una. sfera, far pas- 
sare per essi un circolo massmio. 

Siano i due punti A, B. Fatto centro in A con 
raggio R v'2, si descriva un circolo ; e fatto cen- 
tro in D con raggio uguale, se ne descriva un 
altro; i due circoli si taglieranno in un punto 1); 
fatto centro in D, ancora con raggio RV2, si de- 
scriva un circolo, il quale sarà massimo, e pas- 
serà per li due punti dati A e B. 
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544. II. Dato un circolo minore, delermimre il suo raggio, o 

anche: dati tre punti della superfi- x 

eie d’una sfera, determinare il rag- ^ 

gio del circolo , che passa per essj 

tre punti. I \ o I ' 

Sia il circolo dato qualunque MPNM^ l \ . j \ . 

ossia sieno i tre punti dati M, P, N ; \ \ , / \ I 

misurate le tre distanze rettilinee MP> . ''J 

PN, NM, si formi un triangolo ret- ' a> 

tilineo con quelle tre rette e si cir- Fig. 2»7. 

coscriva ad esso triangolo un circolo (285); il raggio di quel circolo 
circoscritto sarà il raggio domandato, cioè il raggio del circolo 
.MPN.M, 0 del circolo, che passa per li tre punti M, P, N. 

545. III. Dala uìia sfera, trovare il suo diametro. 

Fatto centro in un punto qualunque K, come polo, si descriva un 
circolo MPNM qualunque con raggio KM, e si determini, usando 
del problema precedente, il raggio MO di esso circolo. Si trovi l’al- 
tro cateto KO del triangolo rettangolo MKO, di cui è già cono- 
sciuta la ipotenusa MK e il cateto MO (188. 2.“), e si costruisca un 
triangolo rettangolo YXZ uguale a MKO. Innalzata da X una per- 
pendicolare alla XY, si prolunghi la YZ fino in Qi nel punto di con- 
corso colla suddetta perpendicolare; il triangolo YXQ sarà uguale 
al triangolo MKD e quindi YQ — KD, e per conseguenza uguale 
al diametro della sfera. 

546. IV. Dati tre punti sulla superficie d’ una sfera di raggio 
dato, far passare per essi un circolo. 

Siano i tre punti M, P, N. Per la soluzione di questo problema 
è necessario di trovare la ipotenusa MK; questa è nota, quando 
sono conosciuti i due cateti MO, OK. Ora, si trova MO, raggio del ' 
circolo, che deve passare per lì tre punti M, P, 1\, usando del pro- 
blema II; e si trova OK, segmento del diametro UK, tagliato dall’or- 
dinata MO, usando del problema sciolto al uum. 275. Dal valore de’ 
due cateti ricavato quello della ipotenusa .MK (488 4."), si avrà 
il punto K, ossia il polo, facendo successivamente centro ne’ punti M, 
1’, N con raggio MK e segnando il punto, in cui i tre circoli si ta-. 
gliano; quel punto sarà il polo. Fatto centro in quel punto con rag- 
gio MK e descritto un circolo, questo passerà per li tre punti da- 
ti M, P, N, e sarà il domandato. 

Geomcliia, ec. ti 
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547. V. Per un punto dato della superficie d’una sfera far passare 
un circolo massimo perpendicolare ad un altro circolo massimo dato. 
jj- Sia A il punto dato e CEGB il circolo massimo 

dato. Fatto centro in A con raggio R ^'2 , si de- 
scriva un circolo, il quale taglierà il circolo dalo 
in un punto P. Fatto centro in F ancora con rag- 
gio R'^2, descritto un circolo NAM, questo passerà 
pel punto A, e sarà perpendicolare a CEBF. In- 
fatti, essendo F il polo del circolo NAM, la FO sarà 
perpendicolare al piano stesso di NAM (519), e quindi anche il plano 
CEFB, che passa per la EO, sarà perpendicolare al piano ANM (594). 

TEOREMA 

348. In qualuìique triangolo sferico un lato è minore della somma 
deqli altri due. 

Sia il triangolo sferico ABC; supposti i pun- 
ti A, B, C uniti col centro D della sfera, si avrà 
in 1) un angolo triedro , . formato dagli angoli 
piani ADB, BDC , ADC ; ora, ciascuno di quegli 
angoli piani è minore della somma degli altri 
due (398), e ciascuno degli stessi angoli piani 
è misurato dall’ arco rispettivo AB , BC, AC ; 
dunque, anche ciascuno di quegli archi deve es- 
■<ere minore della somma degli altri due. 

TEOREMA 

549. La somma de’ lati d’un poligono sferico qualunque è minore 
d’una circonferenza. 

Sia il poligono sferico ABCDE ; si suppongano i 
punti A, B, C, D, E uniti col centro 0 della sfera; 
e si avrà in 0 un angolo solido , formato dagli 
angoli piani AOB, BOC, COD, DOE, EO.A; ma 
la somma di tutti quegli angoli deve essere mi- 
nore di 4R (399), e le misure di quegli angoli sono 
gli archi AB, BC, CD, DE, EA; dunque anche la 
somma degli archi AB, BC, CD, DE, E A deve 
essere minore di 4R, ossia di 360°, ossia di una 
circonferenza. 



Fig. 219. 
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TEOREMA 

550. '1.® La somma degli angoli di un triangolo sferico è mi- 
nore di 6R e maggiore di 2/f; 2.® il pia piccolo angolo di un ' 
triaìhgolo sferico addizionalo con 2R, ossia con -180®, è maggiore 
della somma degli altri due. 

■1.® Infatti, ciascun angolo di un triangolo è uguale alla semicircoii- 
ferenza meno^ l’arco opposto nel triangolo polare (525); dunque, la 
somma de’ tre angoli di un triangolo sarà uguale a tre semicir- 
conferenze, meno la somma de’tre archi del triangolo polare; ma 
questa somma deve essere minore di una circonferenza, ossia di 
due semicirconferenze; dunque il residuo, ossia la somma dei tre 
angoli , deve essere minore in qualunque caso di tre semicirconfe- 
renze, e maggiore di una, ossia minore di 6R e maggiore di 2R. 

2.® Siano A, B, C i tre angoli di un triangolo sferico, ed A sia 
V angolo minore. 180® — A , 180® — B, 180® — C sono i lati del 
triangolo polare del triangolo ABC (523) ; ma 

180® — B + 180® — C > 180® — A (548); 
dunque, togliendo da entrambi i membri la quantità 180®, traspor- 
tando nel primo membro A, e nel secondo B e C, si avrà: 

180 t A > B + C. 

551. CoROLL.\Rio 1.® Dunque, dati tre angoli, si può con essi sem- 
pre formare un triangolo sferico, quando si verifichino le due con- 
dizioni; 1.® che la loro somma sia minore di 6R e maggiore di 2R; e 
2.“ che il più piccolo accresciuto di 180® sia maggiore della somma 
degli altri due. 

552. Corollario 2.® Dunque i triangoli sferici possono avere 
anche tre angoli retti; il triangolo in questo caso dicesi; triret- 
langolo, ed è uguale all’ ottava parte della superficie della sfera, 
ed è quello, che prendesi come unilà di misura della stessa su- 
perfìcie (559). 

TEOREMA 

553. Due triangoli sferici simmetrici sono uguali in superficie. 

Sia il triangolo sferico qualunque ABC; per li tre vertici A, B, 

C si faccia passare un circolo ABNCA (questo dovrà essere minóre, 
altrimenti la sua circonferenza dovrebbe confondersi co’tre archi del 
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triangolo (542. 4.“), e questo cesserebbe di essere triangolo e sa- 
rebbe un emisfero); dal centro 0 di esso innalzata la OM, perpen- 


Fig. 221. Fig. 222. 

dicolare al suo piano, il punto M, sulla superfìcie della sfera, sarà 
il polo di esso circolo. Esso polo può cadere o dentro del trian- 
golo ABC, (fig. 221), 0 fuori di esso triangolo ABC (fig. 222). In 
entrambi i casi, condotti gli archi di circolo massimo MA, MB, MC, 
questi saranno tutti uguali e formeranno i tre triangoli sferici 
isosceli MAC, MAB, MBC, de’ quali le basi sono i tre archi AC, 
AB, BC del triangolo, e i lati uguali sono gli archi MA, MB, MC. 
Ora; se il punto M cade dentro il triangolo, si ha evidentemente: 

ABC zz MAB + MBC + MAC. Se il punto M cade fuori del 
triangolo, l’arco MB taglierà l’arco AC nel punto D e si avrà; 

ABC = MAB +* MBC — MAC. Dunque : possiamo stabilire il 
principio generale ; un triangolo sferico qualunque è uguale : o alla 
somìna di tre triangoli sferici isosceli, aventi per basi i tre archi 
di esso triangolo sferico e per lati uguali gli archi di circolo mas- 
simo falli passare per li vertici dello stesso triangolo e per il polo 
del circolo minore condotto per li tre vertici stessi; o è uguale 
alla differenza tra la somma di due di que’ triangoli e il terzo. 

Ciò premesso, si conchiude alla uguaglianza di due triangoli 
sferici simmetrici, ragionando nel seguente modo ; i tre lati o ar- 
chi dei due triangoli sono uguali; dunque sjno uguali anche le 
corde, che uniscono le estremità di quegli archi; uguali i due trian- 
goli rettilinei formati da quelle corde; uguali i due circoli minori 
circoscritti a que’ triangoli rettilinei, ossia fatti passare per li ver- 
tici de’ due triangoli ; uguali finalmente le disianze di que’ due cir- 
coli dal centro della siera. Dunque, gli archi di circolo massimo ’ 
condotti per li vertici de’ triangoli e per li rispettivi poli sono 
uguali; dunque sono anche equilateri fra di loro, e per conse- 
guenza uguali , i triangoli isosceli (523) , che si ottengono con- 




Digilized by Googl 



r.EOMEirUA 


ducendo quegli archi; dunque uguali sempre le somme di que’tre 
triangoli e anche uguali sempre le differenze rispettive fra le som- 
me di due di essi triangoli e del terzo ; uguali per conseguenza le 
superficie de’ due triangoli, c. s. D. d. 

TEOREM.\ 

554. Due circoli massimi, che si fa- 
rjliano in un emisfero, formano due trian- 

goti opposti, la cui somma è ugnale al / / / ' 

fuso, che ha per misura l’angolo formalo j \ 

da que’ due circoli. , Af- / I ' ■ — ho 

Siano i due circoli massimi AECl), j 

EBDF, i quali si tagliano nell’emisfero \ ^ / / 

B.4DCE e formano i due triangoli sferici 
opposti BCD, AEB; dico che BCD -i AEB è ^ 

uguale al fuso CD, cioè BCFDB. f'8- 

Infatti, essendo AEC — ECD, sarà anche AE = CD; 
essendo ABC z= BCF, sarà anche AB — CF; 
ed essendo EBD = BDF, sarà anche EB — DF ; 
dunque, il triangolo AEB — DCF suo simmetrico (553): dunque 
sarà anche: 

BCD + AEB = BCD + DCF =-BCFDB. c. s. d. d. 

TEOREMA 


355. La superficie (Fan triangolo sferico ha per misura la somma 
de’ gradi, che misurano i suoi Ire 
angoli, meno 180". 

Sia il triangolo sferico ABC; con- 
ducasi una circonferenza massima 
qualunque, che comprenda dentro di 
sé il dato triangolo e si prolunghino 
i lati di questo, fino all’incontro di 
quella circonferenza. 

EBAG, LBCF, HACD saranno tre 
semicirconferenze massime. Ora, per 
il teorema precedente, avremo: Kig. ìh. 

EAD + HAG =z fuso A =: 2A (541); 

GBF + LBE ~ fuso B ~ 2B 

1^9? ^ — 2C; dunque, addizionando: 

EAD + HAG + GBF + LBE + LCH f DCF — 2A + 2B + 2C; 
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ina, la somma di que’ sei triangoli forma la superficie dell’ emi- 
sfero LHGFDEL + 2BAC; dunque, avremo: 

sup sf. + 2BAC = 2 A + 2B + 2C; ossia 

4R + 2BAC — 2A + 2B + 2C; e quindi : 

2BAC = 2A + 2B + 2C — 4R, o 
BAC ~ A + B + C — 2R, o finalmente: 

BAC =z A + B + C — 180°. 

oo6. Corollario. La superficie d’nn poligono sferico ha per 
misura la somma de’ gradi, che misurano i suoi angoli, meno tante 
colle 2/f, quanti sono i suoi lati, meno due. 

Infatti, un poligono si può dividere in 
tanti triangoli, quanti sono i suoi lati meno 
due (50); la somma degli angoli di essi 
triangoli è uguale alla somma degli angoli 
del poligono: dunque, airche l’area del po- 
ligono saVà uguale alla somma delle aree 
de’ triangoli , ossia alla somma de’ gradi , 
elio misurano i suoi angoli, meno tante 
volte due retti, quanti sono i triangoli, os- 
sia quanti sono i Iati del poligono meno 
due. Nel caso della» figura avremo: 

Sup. ABCDE ~ A + B+ C + D + E — 2R (5-2); e generalmente: 
Sup. polig. sferico =z A + B + *C + — 2R \n — 2). 



Fig. 3J5. 


LEMMA 


557. La superficie convessa del cono retto, del tronco di cono 
retto a basi parallele, del cilindro retto, è uguale al prodotto del 
loro asse nella circonferenza, che ha per raggio la perpendicolare 
innalzala dal mezzo del lato, prolungala fino all’ incontro collo 
stesso asse. 

l.“ Sia ABC il triangolo generatore del cono ret- 
to, AC sia l’asse e AB il lato; innalzata dal punto 
1), punto di mezzo delia AB, la DE perpendicolaie 
alla AB, si prolunghi fino al suo concorso in E col 
lato .AC prolungalo, dico che 

Sup. AB = AC - circonf. DE (D. Fig. ase. 


A 




A! 


La. 


(I) Per Sup. AD intendiamo la superllcie generala dal lato AB. 


Digitized by Google 



l 


GEOUETRIA 


i85 

a 

Infatti, i due triangoli ABC, ADJC, rettangoli in C e in D, hanno 
l’angolo A comune, dunque sono simili e danno la proporzione : 
AD : AC :: DE : BC; ma DE : BC :: circonf. DE ; circonf. BC 
(320. i.°), dunque: 

# 

AD : AC :: circonf. DE : circonf. BC; dalla quale; 

AD • circonf. BC AC circonf. DE; ma 
AD - circonf. BC sup. AB (495); dùnque: 

Sup. AB z= AC • circonf. DE. 


2.° Sia il trapezio rettangolo' generatore 
ABFC, l’asse è CF, il lato è AB; innalzata 
da Z>, punto di mezzo della AB, la DE per- 
pendicolare alla AB e prolungata fino al suo 
concorso in E coll’asse CF prolungato , dico 
che Sup. AB zz CF • circonf. DE. 

Infatti, condotta da 1) la DM perpendi- 
colare all’ asse, e da A la AO perpendico- 
lare alla BF, risultano i due triangoli AOB, 

DME simili, perchè hanno i lati rispettiva- 
mente perpendicolari: dunque: 227 . 

AB : AO ossia AB : CF ;: DE : DM; ma DE : DM :: circ. DE : circ. DM, 
dunque: 






AB : CF :: circonf. DE : circonf. DM; e quindi: 

AB . circ. DM CF - circ. DE; ma AB - circ. DM zz Sup. AB (499), 
dunque : 

Sup. AB zz CF - circonf. DE. * 


- 5.*^ Sìa il rettangolo generatore ABFH, sia HF l’asse 
e AB il lato; abbassata da D, mezzo di AB, la DE per- 
pendicolare alla HF e quindi uguale alla BF, dico che 
si avrà: Sup. AB zz FH • circonf. DE. 

Infatti, si ha sup. AB zi FU • circonf. BF(49i), ma 
BF zz DE; dunque: Sup. AB zz FH - circonf. DE. 




l'iK; 228 . 


4 


I 


184 


fiCOMETRIA 


TEOREMA 

558. La superficie del solido generalo da un semipoligono re- 
golare circoscritto, thè si aggira in- 
torno al suo asse (287), è uguale al 
prodotto di quell' asse nella circon- 
ferenza del circolo inscritto. 

Sia il semipoligono regolare ABCDEF 
circoscritto al semicircolo di raggio 
PZ e sia AF- il suo asse. Abbassate 
da* vertici B, C, D... le perpendicolari «,«9 

sopra 1’ asse , queste divideranno il 

semipoligono regolare ne* due triangoli rettangoli AB(7, EFo? , ne’ 
due trapezii rettangoli BC^^, DF^xu e nel rettangolo ed è 

facilissimo di conoscere che , qualunque sia il numero de* lati , di 
cui il semipoligono regolare è composto, saranno sempre queste 
sole le specie di figure rettilinee, nelle quali il seraipoligono può 
restare diviso; cioè, resterà diviso in due triangoli rettangoli, in 
un rettangolo nel caso che il numero de’ lati del semipoligono sia 
dispari (0, e in due, quattro, sei.... trapezii rettangoli, secondo che 
il numero dispari de* suoi lati sarà cinque, sette, nove.... 0 il nu- 
mero pari sarà quattro, sei, otto.... 

Ciascuna di queste figure si aggira insieme all’ intiero semipo- 
ligono intorno alla rispettiva porzione di asse kq, qs, su ; 

ciascuna di esse genera un solido, che è 0 un cono retto, 0 un 
tronco di cono retto a basi parallele, 0 un cilindro retto : e come 
il semipoligono è uguale alla somma di tutte quelle figure rettilinee, 
nelle quali resta diviso, così la superficie del solido, generato dalla 
’ rivoluzione del semipolìgono intorno al proprio asse, è uguale alla 
somma delle superficie convesse de* solidi generati dalla rivolu- 
zione di quelle figure intorno alla rispettiva parte .di asse. 

GZ, HZ, LZ, MZ.... sono tutte eguali, sono raggi del cìrcolo 
inscritto, e sono le perpendicolari innalzate da’ punti di mezzo G, 
H,-L... de’ lati AB, BC, CD... à’iati stessi e prolungate fino al con- 



( 1 ) Il numero de’lnli del poligono intiero deve essere pj»ri (287); ciò però non to- 
glie che il nupiero de’ lati del semipoligono possa essere anche dispari. 
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corso in Z cogli assi Ay, qs ^ su.... Ciò posto, si avrà (557) ; 

Sup. AB — \q - circ.“ GZ; 

Sup. BC zn qs ■ circ.“ HZ = qs - circ.“ GZ. 

Slip. CI) — su • circ.“ LZ — su - circ.“ (}Z. 

Sup. ])K — nx - circ.® ’SIZ — ux - circ.® GZ. 

Sup. EF — a*F - circ.® NZ z= x¥ ■ circ.® GZ; e addizionando; 

Sup. AB + Sup. BC + Sup. CD + Sup. DE + Sup. EP rz 
(A <7 + + su + ux f j-F) - circonf. GZ, ossia : 

Sup. ABCDEF’ zz AF - circonf. GZ; ma; 

.VF ò l’asse del seinipoligono, circonf. GZ è la circonferenza del 
circolo inscritto, dunque è vero, ecc. 

559. CoROLL.ARio. La superficie del solido generato da una por- 
zione di semipoligono regolare., che si aggira intorno all’asse di esso 
.semipoligono, è uguale al prodotto della proiezione di quella porzione 
di semipoligono sull’asse, nella circonferenza del circolo inscritto. 

Per es. Sup. ABC zz ks - circonf. GZ. Infatti : 

Sup. AB — kq ■ circonf. GZ - 

Sup. BC zz - circonf. IIZ zz qs - circonf. GZ; dunque: 
Sup. AB + Sup. BC zz (.\y + qs) circonf. GZ, ossia: 
Sup. ABC — ks - circonf. GZ. 


LEMMA 


560. Il volume generato da un triangolo, che si aggira intorno 
ad un asse sito nello stesso suo piano, e che passa per tino de’ 
.suoi vertici, è uguale alla superficie generala dal lato opposto u 
quel vertice, moltiplicata nel terzo della perpendicolare abbassata 
dallo stesso vertice sopra quel lato. , 

L’asse di rivoluzione può: i.® pas.sare per uno de’lati del trian- 
golo (Fig. 230); 2.® incontrare il lato opposto prolungato (Fig. 251); 
5.® essere parallelo allo stesso lato (Fig. 252). 

^ d.® Sia il triangolo ABC, che si aggira intorno 

all’asse AC, uno de’ lati del triangolo, si avrà; 

Voi. ABC = Sup. BC - 
» «> 

Infatti, abbassata da B la perpendicolare BI), il 

(1) Inlendiamo per volume .^BC il volume generato dal triangolo .^BC. 
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triangolo ABC resta diviso ne’ due triangoli rettangoli ABD, BDG, 
e il volume ABC è uguale alla somma de’ due volumi generati da’ 
triangoli ABD, BDC. Ora; 

AT) a 

- ttBD (505); 


Voi. ABD =: 


Voi. BDC = 


0 

DC 


t:BD“; dunque, addizionando : 


Voi. ABD t Voi. BDC. ossia: Voi. ABC = 


ttBD 


Ma 


BG - AX 




zz tiBD - BD - 


AG 


BD - AG 


0 3 

(perchè ciascuna di quelle due espressioni 


-2 2 

è la misura del triangolo ABC), e quindi anche BD • ACzzBC - AX; 
dunque , sostituendo : 

Voi. ABC = ttBD ‘ BC 


AX 

ù 


Ora, calcolando la superficie generata dal lato BC nel trian- 

BG 

golo BDC, si ha : sup. BC zz 2::BD • — zz ttBD • BC ( 495 ) ; 

Jà 

dunque , finalmente : 

Voi. ABC = Sup. BC - 4?-. 


s 


2.° Sia il triangolo ABC, il quale si ag- 
gira intorno l’asse AD, che passa per un 
suo vertice A e che incontra in D il lato 
opposto BC prolungato ; si avrà ancora : 

voi. ABC =: Sup. BC ■ 4^ . 

■ o 

■ 

Infatti, per la dimostrazione adesso fatta, i volumi dei due so- 
lidi generati da’ due triangoli ABD, ACD, che si aggirano intorno 
uno de’ loro lati AD, sono : 

AX 



Voi. ABD -= Sup. BD ■ — ; 

V 3 


Voi. ACD zz Sup. CD 


AX 


; e sottraendo: 


Voi. ABD — Voi. ACD = (Sup. BD — Sup. CD) ossia; 

e) 

Voi. ABC = Sup. BC • 44 . 
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5.“ Sia finalmcute il triangolo ABC, il quale 
«i aggira intorno l’agse !\IiN, che passa per un 
suo vertice A e che è parallelo al lato opposto BC; 
sarià ancora : 

Voi. ABC = Sup. BC - 

lufatti; abbassate le perpend. BM, CN’, parallele alla AX e cal- 
colati i volumi de’ solidi generati dal rettangolo MBCN e da’ trian- 
goli MBA, ACN, si avrà: 

1." Voi. MBCN =z MN • ttAX' ' 

« Voi. MBA = ■ ttIX' (505); ' 

AN ì 

r>.® Voi. ACN — :: — • ::AX 5 si addizioni la 2.” colla o.®: si avrà: 

ò 


MN' ^ 

4.*" \oi. MBA + Voi. ACN == • ttAX"; esottr. questa dalla 

Voi. MBCN — Voi. MBA — Voi. ACN, ossia 

Voi. ABC 1 = 4- MN - ttAX^ = 2MN - t:AX - 44 = BC - 2kAx44- 
a 0 0 

ma BC ■ 2;r.\X — Sup. BC, ossia ugua'e alla superfìcie del cilin- 
dro generato dal rettangolo MBCN, che sf aggira intorno MN (491), 
dunque: 

Voi. ABC ~ Sup. BC - -44. 

o 

TEOREàlA 

56t. Il volume del solido generato da un semipoligoiio regolare 
circoscrìllo ad un seìnicircolo, che si aggira intorno al suo asse, è 
uguale al prodotto della superficie di quel solido , nel terzo del rag- 
gio del circolo inscritto. 

C7 

Dico che si avrà : Voi. ABCDEF ~ Sup. ABCDEF • — 

o 

Infatti, uniti i vertici B, C, D, E col centro Z del semicircolo in- 
scritto e condotti i raggi ZG, Zìi, ZL.,.., il seiiiipoligono viene di- 
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viso in tanti triangoli, aventi tutti il 
vertice in Z e ne’ quali le rette ZG, 
ZH, ZL .. sono perpendicolari a’ lati 
AB, BC, CD .... opposti a Z. Questi 
triangoli si aggirano tutti intorno Z 
e, per il lemma superiormente dimo- 
strato, avremo: 

G/ 

Voi. ZAB iz: Sup. AB - 



ZH 


GZ 


Voi. ZBC = Sup. BC - — = ;Sup. BC • — . 

o o 

Voi. ZCD = Sup. CD ~= Sup. CD • 

ù o 


Voi. ZDE = Sup. DE 
Voi. ZEF = Sup. EF . 


ZM o nir 

Sup. DE - -:r- 

O 0 

7N G7 

-=-zz Sup. EF - e addizionando: 

0 D 


Voi. ZAB + Voi. ZBC + ,Vol. ZCD + Voi. ZDE + Voi. ZEF =z 
(Sup. AB + Sup. BC + Sup. CD + Sup. DE *f Sup. EF) ; 

e quindi: Voi. ABCDEF z= Sup. ABCDEF • — c. s. D. D. 

562. Corollario. Il volume del solido geìierato da una porzione 
di semipoligono regolare^ che si aggira inlorno alCasse di esso se- 
mipoligono ^ è uguale al prodotto della superficie di quel solido nel 
terzo del raggio del circolo inscritto. 

C 7 

Per es. Voi. ZABC zz Sup. ABC - 

D 

Infatti : 

C 7 

Voi. ZAB =i Sup. -AB . — ; 

o 

• 7H C 7 

Voi. ZBC zz Sup. BC • Sup. BC - dunque, addizionando : 


Voi. ZAB + Voi. ZBC =: (Sup. AB *}■ Sup. BC) - *-=r^ e quindi : 

0 

07 

Voi. ZABC Sup. ABC • 


/ 
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563. I. Trovare la misura della superileie della sfera 

L Calcolato il scmicircolo generatore della sfera siccome un 
semipoligono regolare di un numero infinito di lati intìnitarnente 
piccoli, l’asse di questo si confonderà col diametro di quello, la su- 
perficie generata dal semipoligono si confonderà .colla superticie 
generata dal semicircolo; quindi, per il teorema dimostrato per la 
superficie del solido generato dal semipoligono (558), si avrà: kt 
misura della superficie della sfera è tignale al prodotto del dia- 
metro per la circotiferenza del suo circolo tnassimo. 

2. Supposto adunque il raggio R, si avrà: 

Slip. sf. n 2R • 2 t:R = 4jtR 2; ma vtR* è l’area di un circolo 
di raggio R, dunque: la superficie della sfera è uguale a quallro 
de’ suoi circoli massimi. 

3. Chiamato D il diametro della sfera, si avrà: 

1) — 2R; D* z= 4R'^; e quindi Sup. sf. ~ kL*: dunque: 
la superficie della sfera è uguale al rapporto moltiplicalo tiel qua- 
drato del diametro; e quindi : la superficie della sfera è uguale alla 
superficie d’un circolo di raggio uguale al diametro della sfera (323). 

564. II. Trovare la misura della superficie di una eaiolla o 
di una zona sferica. 

La calotta, o la zona sferica, si può calcolare siccome generata 
dalla porzione di semipoligono regolare d’ un numero infinito di 
lati, infinitamente piccoli, uguale, detta porzione, all’arco genera- 
tore della zona: dunque , applicando per la zona il teorema di- 
mostrato nel numero (559), si avrà: la misura della superficie di 
una calotta o di uwi zona è uguale alla sua altezza moltiplicata 
per la circonferenza massima della sfera. 

, 565. III. Trovare la misura della superficie di un fuso sferico. 

Abbiamo veduto che i fusi stanno fra loro nella diretta degli 
archi di circolo compresi da’ due semicircoli, che li limitano (541): 
dunque , calcolata la superficie della sfera siccome un fuso di un 
arcò di 360°, ossia di un arco lungo 2;:R ; per un fuso F di arco a, 
lungo l, si avrà la proporzione: 

Sup. F : Sup. Sf. : ; / : 27 tR ; e quindi : 

Sup. F : 47rR® : 2 jtR; dunque: 

'ì 

Sup. F “oTjP • ^ ^ quindi: 
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la sìiperficie^iìi un fuso è uguale al diametro della sfera ninllt- 
plicato per l’arco rettificato dello stesso fuso. 

566. IV. Trovare la ragione delle superflcle di due sfere. 

Date due sfere di raggio R, r, indicando con S, s, le loro su- 
perficie, si avrà: S = 4;rR^ = ; s rz 4zr2 -Tidi-, e quindi : 


S : s :: «SttR* ; 4?:r^ :: R® : r^ ;; D* : dunque; 


le superficie di due sfere stanno come i quadrati de' loro raggi , 
o de’ loro diametri. 

567. V. Trovare la ragione delle snperflele di due ione. 

Date due zone di altezza A, a, appartenenti ad una stessa sfera 
di raggio R, e chiamate S, s, le loro superficie si ha ; 

S zz A • 2 t:R \s — a. 2t:R ; dunque : 

S ; s : : A . 2;rR : a . 2t:R ; : A : a; e quindi : 


le superficie di due zone cT una medesima sfera stanno come le 
loro altezze. 

■ Se le due zone appartengono a due sfere di raggi disuguali 
R, r : si ha; S zz A . 2rR; s zz a • 2jrr. 

S : s :; A . 2irR ; a • 2r:r :: A • R : a ♦ r; dunque: 

l." le zone di due sfere stanno nella composta delle loro altezze 
e de’ raggi delle loro sfere; 2.'’ le zone di uguale altezza stanno 
nella diretta de’ raggi delle loro sfere. 

568. VI. Trovare la misura del volume di nna sfera. 

!. . Calcolato il semicircolo generatore della sfera siccome un 
semipoligono regolare di un numero infinito di lati infinitamente 
piccoli , r asse di questo si confonderà col diametro di quello e il 
volume del solido generato dal semipoligono si confonderà col vo- 
lume del solido generato dal semicircolo, ossia col volume delia 
sfera; quindi, applicando il teorema dimostrato (561), che dà il vo- 
lume del solido generato dal semipoligono , si avrà per il volume 
della sfera; il volume della sfera è uguale al terzo del prodotto del 
suo raggio nella sua superficie. 

Supposto R il raggio della sfera, si avrà dunque; 

R 47tR^ 

Voi. sf. zz 4 t;R2 . . 

0 ^ 

2. Supponiamo un cono il quale abbia per base un circolo uguale 
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alla superficie della sfera, ossia un circolo dì raggio 2I\, e per 
altezza il raggio; il volume di questo cono sarebbe (503): 

4 t[R 2 . — ^ — — ;; — ; dunque: • 

O t) 


il volume d' una sfera è uguale al volume cTim cono, che ha per 
base un circolo equivalente alla superficie della sfera e per altezza 
il raggio della sfera. 

5. Chiamato D il diametro della sfera, si ha: 

I) zz 2R; 1)3 — 8R3; — ~ — zz 4R3; dunque: 

Ji 


Voi. sf. zz Ar- - ~r— = - 7 ~ ttU^; dunque: 
o 2 0 

il volume della sfera è uguale al sesto del rapporto moltiplicato 
nel cubo del diametro della stessa sfera. 

569. VII. Trovare la misura del volume di un settore sferico. 
Calcolato l’ arco generatore del settore siccome una porzione 

d’un semipoligono regolare di un numero infinito di lati infinita- 
mente piccoli, applicando il teorema dimostrato pel volume del 
solido generato dalla porzione di un semipoligono regolare, si avrà 
(562) : il volume dt U7i settore è uguale al terzo del prodotto del 
raggio nella superficie della zona corrispondente. 

570. Vili. Trovare la misura del volume di uno spicchio sferico. 
Il volume dello spicchio ha col volume della sfera l’uguale rap- 
porto, che la superficie del suo fuso ha colla superficie della sfera: 

Voi. spie. : Voi. sf. :: Sup. fuso : Sup. sfera; dunque anche: 

R R 

Voi. spie.-: Voi. sf. :: Sup. fuso . — Sup. sfera ma 

R R 

Voi. sf.zzSup. sfera dunque anche: Voi. spie, zz Sup. fuso - 

ò «*) 

a 

dunque: il volume dello spicchio sferico è uguale alla superficie 
del suo fuso moltiplicala pel terzo del raggio della sua sfera. 

' 574. IX. Trovare la misura del volume di una piramide sferica. 

Il volume della piramide sferica ha col volume deH’intiei a sfera 
il medesimo rapporto, che la superficie del poligono, base di essa 
piramide, ha colla intiera superficie della sfera; dunque: il volume 
di una piramide sferica è uguale alla superficie della sua base, 
moltiplicala nel terzo del raggio della sua sfera. 


f 
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572. X. Trovare il volume del solido generalo da un segmento 
circolare, aggirantesi Intorno a un suo diametro condotto fuori 
di esso segmento. • 

.Sia il segmento AOBMA, aggirantesi intorno il diametro CD. 
Si abbassino. da B e A le due perpend. BF, AE sopra V asse, e dal 
> centro II la perpend. HO sopra AB. Si avrà: 

— *2 

— ^ zr. BO; e quindi = BO^ z= BH^ — OH^(i68). 

Il volume generato dal segmento è uguale evidentemente al vo- 
lume generato dal settore sferico HAMB, meno il volume generato 
dal triangolo AHB. 

HB HB ^ c* 

Voi. IIAMB=Sup. zona .\B (!) — =FE • SttHB. — = ~ FE - ttIIB" 

3 3 3 

OH OH 2 2 

Voi. AIIB = Superficie .AB FE - 27 tOII — =— FE • ;rOII ; e sullr,; 

3 3 3 

Voi. IIAMB — Voi. AIIB = FE 7: (jm — ÓTl^^ ; 
e quindi: 

Voi. AOB.MA = -^ FE . 7T ■ — = — FE • t:ÀB^ ; 

3 4 6 

dunque: il volume del solido generato da un seg- 
mento circolare^ aggiraritesi intorno a un suo dia- 
metro condotto fuori di esso segmento, è uguale al 
prodotto della superficie del circolo, che ha per 
raggio la corda del segmento, moltiplicata nella se- 
sta parte della proiezione della stessa corda sopra 
quel diametro. 

575. Scolio. Il volume della sfera, il cui diametro fosse AB sareb- 

« 

be T. AB (568. 3.°); si avrà adunque: il volume generato dal 

segmento, sta alla sfera, che ha per diametro la corda di quel seg- 
t — 2 1 — 3 

mento :: ~ FE tiAB : • ttAB ossia :: FE : AB, ossia, come la 

0 0 

proiezione della corda sopra l’asse, sta alla stessa corda. 

w 

( 1 ) Per sui)erii«!ie zona -^13, inlendiamo la superlicie della zona generala daU’.arco .\W. 
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574. XI. Trovare il volume del segmento sferico a basi pa- 
rallele. 

Sia il volume del segmento generato dalla rivoluzione della fi- 
gura AEPBMA; esso è evidentemente uguale al volume del solido 
generato dal segmento circolare AOBMA, più il volume del tronco 
di cono retto a basi parallele, generato dal trapezio rettangolo AEFB, 

Si abbassi da B la perpendicolare BX e nel triangolo ABX si 
avrà : 


AB 


BX" + AX ; ma 




BX = FE e quiiidi : BX ' FE* ; e AX z= AE - XE = AE — BF ; ' 


e quindi: AX" izz AE" + BF" — 2.\E • BF; dunque, sostituendo si 
avrà; AB' = FÈ^ + ÀE^ + BF^ — 2AE • BF. 

Ora; Voi. AEFB = FE ■ n + BF^ + AE - Bf) .• 

+ 2BT’^ + 2AE • Bf); « 


■Blindi : Voi. AEFB = -^ FE ^2AE^ 


Voi. AOB.MA = 4 fe.77 -.\B^ =4i‘''E 7t Tfe^AE^BF'— 2AE be') ; 

o o v / 

dunque, addizionando: 

Voi. AEFB + Voi. AOBilA = — FE . z rò.\2‘ + 3BF* + FÉ ; 

b v y.' 

(* (juindi : 

Voi. AEFBJIA = — itFe’ + „ 

G 0 


4-FE • ^ • f 3AE^ + 3BF^ ) 




dalla quale si conchiude: ?7 volume del seymenlo sferico a basi pa- 
rallele è uguale alla semisomma delle due basi moltiplicala per l'al- 
tezza del segmento^ piu il volume di ima sfera (568. o.®) di diame- 
tro uguale all' altezza dello stesso segmento. 

575. Scolio. Se il segmento avrà una sola base, se cioè sarà il 
solido contenuto da una calotta sferica, in tal caso il volume sarà : 


1 SI? 3 FE • -AE * 

— Tir' E . 


e quindi: il volume del segmento sfe- 
rico a una sola base è uguale alla metà del volume di un cilindro 
della stessa base e della stessa altezza del segmento^ più il volume 
di una sfera di diametro uguale alla stessa altezza del segmento. 
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576. XII. Troiaro Ift misura del, volume di una crosta sferica. 

Il volume di una crosta sferica è uguale alla differenza de* vo- 
lumi delle due sfere, le cui superficie limitano la crosta. 

Indicando con R, r i due raggi, si avrà : • 


Voi. sfera R 


dunque: Voi. crosta 


4rU^ 47rr^ 

; Voi. sfera r = -y-; 


4 7T R ^ 


47rr3 47 t 

zi: -;r- (R2 — r^). 


3 3 0 
‘ 577 Xlll. Trovare II rapporto tra l volumi di due sfere. 

Supposti R, r i raggi delle due. sfere e D, rf i loro diametri e 
indicando con V, i loro volumi, si avrà: 

.3 


V ZZI 


V : V 


47rR 


== -J- ; u - — 4- e quindi; 

5 0 DO 


4rR' 


: : — ttD^ : -p~ nd^ ; ossia : 

0 o 


D D 

V : i? : : R3 : r3 : : : cP ; dunque: 

i volumi di due sfere stanno come i cubi de* loro raggi o come 

i cubi de* loro diametri, 

578. XIV. Itltrovare II rapporto tra le super- 
Cele e l volumi di una sfera c d’un cilindro retto 
circoscritto. 

Sia R il raggio della sfera inscritta; 2R sarà 
asse del cilindro circoscritto e R il raggio della 
base dello stesso cilindro. 

Si avrà adunque : 

3 





Voi. sf. = 


4 ttR' 


; Voi. cil. =z 2R • tiR^ = 2frR^; 


4 7tR 


dunque: i.* Voi. sf. : Voi. cil. :: ^ • ^ttR^ .. 4 . 6 .. 2 . o. 


Inoltre; Sup. sf. — dnR*. 

Sup. cil. = 27 tR( 2 R + R) = 6::R3; dunque; 

2.* Sup. sf. ; sup. cil. ;; feR^ ; 6?rR* ;; 4 ; 6 ; ; 2 ; 5. 

E finalmente, confrontando questa seconda proporzione colla pri- 
ma, si avrà: 

Sup. sf. ; Sup. cil. :; Voi. sf. : Voi. cil.; dunque : 
il rapporto dei due volumi della sfera e del cilindro rello ad essa 
circoserillo è ugnate al rapporto delle due superficie della sfera e 
dello stesso cilindro, ed è per li due volumi e per le due superfi- 
eie quello xli 2 : 3. 
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Dunque: il volume della sfera è del volume del cilindro retto 
circoscritto, e così ugualmente la superficie della sfera è ~ della 

ti 

superficie totale del cilindro retto circoscritto, ed è uguale alla sola 
superficie convessa di esso cilindro. 

579. XV. Ritrovare II rapporto tra le superOele e I volumi di 
una sfera e del cono equilatero (i) ad essa circoserillo. 

Sia R il raggio della sfera. 

Dal triangolo rettangolo BEH si ha: 

BE = V lÌH ^ — EH^ ! 

ma BH* = 4Ìl% ÈH*=:R® (508); 

dunque RE — V^3R* ~ R' 5. 

Il triangolo AEB è equilatero, perchè 
equiangolo (255. 256); dunque: Fig. 230 . 

BE — AB; dunque AB r= RV^3 e AD — 2RV^5. 

Dal triangolo rettangolo ABC si ha; 

BC = Vac*— AB^=: VaÌ 3* — AB^ e quindi : BC = 5R. 
Ciò premesso; si ha: 

Sup. tot. cono == - 2 hAB = ~ • 

Sup. sf. ~ 4 t:R^; dunque: 

■l.® Sup. cono : Sup. sf. :: 9;rR* : 4 j:R^ :: 9 : 4. 



BC — - ® 2 u 

Inoltre: Voi. cono =: — • t:AB' ^R-ttR -SirSirR 

u 

Voi. sf. “ — > dunque: 

2.® Voi. cono : Voi. sf. :: SttR : — :: 9 : 4; e finalmente: 


Sup. cono : Sup. sf. :: Voi. cono : Voi. sf. ; dunque: 
li rapporto delle due superficie della sfera e del cono equilatero 
ad essa circoscritto è uguale al rapporto de' volumi della sfera c 
dello stesso cono, ed è per le superficie e per li volumi quello di 4:9. 


(t) Chiamasi equilatero il cono, quando la sezione in esso condona per il vertice e 
per il diametro della base è un triangola equilatero. 
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Dunque il volume e la superficie d’una sfera sono — del volume 

e della superficie del cono equilatero ad essa circoscritto. 

580. COROLi.i.\Rio. I volumi e lo superficie della sfera, del cilindro 
retto circoscritto, e del cono equilatero circoscritto sono :: 4;[6 :^9; 
dunque; il volume del cilindro retto circoscritto è medio proporzio- 

' naie tra quello della sfera inscritta e del cono equilatero circoscritto 

581. XVI. nUrovarc II ‘rapporto I." Ira le 
superficie e 9.° Ira i volami di una sfera, dei 
cono equilatero inscritto e del cilindro retto 
inserillo nella stessa. 

Sia 11 il raggio della sfera; si avrà; 

GI) = l\>-2; DE =-^ (506). 



AB = BM = 





ÓR 
'2 ■ 


Ciò posto si ha: 
1." Sup. sf. = 4 zr“. 


Sup.cil. =: (gD+De) • 2;:DE :t:(rV2 + ^) = 5;tR2. 


Sup. cono 


=(- 


-J ■ ‘irBlVI 


'RV3 , 

2 — -T~' 


/rV 3 , R^'s-s 
— V 2 -w’ 


Dunque : Sup. sf. : Sup. cil. : Sup. cono ; : 4 ; 5 : ^ 

Dunque; la superficie del cilindro rètto inscritto in una sfera 
è media proporzionale ira la superficie della sfera, e la superficie 
del cono equilatero inscritto nella stessa sfera. 

2.® Voi. sf. = — 

o 2 3- 

ttR ttR >2 


Voi. cil. =: GD - rDE z= RV'2 ■ r =RN 2 • — = — 


A.M — » R 

V ol. cono :::z • ttBM — • n 


R 3irR"_ SttR' 
2 ’ 8 


4 V'2 

Dunque: Voi. sf. ; Voi. cil. ; Voi. cono - -3- • — ^ 


8 ’ 
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Duuque: anche il volume del cilindro retto inscritto in una sfera 
è medio proporzionale tra il volume della sfera e il volume del 
cono equilatero inscritto nella stessa sfera. 

582. XVII. lEllrovnre il rapporto Ira le superficie e i voluai 
d’una sfera e di un poliedro qualunque ad essa cireoscrilio. 

Supponiamo un poliedro ([ualunque circoscritto alla sfera; esso 
sL potrà dividere in tante piramidi, quante sono le sue faccio, le 
([uali piramidi avranno tutte l’altezza ugu.ale al raggio della sfera 
inscritta. Il volume di ciascuna di queste piramidi sarà adunque 
uguale ad una delle faccie del poliedro, sua base, moltiplicata per il 
terzo del raggio; e la somma de’volumi di tutte le piramidi, ossia 
il volume del poliedro, sarà ugualer alla somma di tutte le faccie, 
ossia alla superficie del poliedro, moltiplicata per il terzo del raggio. 
Dunque, chiamato P il poliedro, e R il raggio della sfera, si avrà : 

Voi. P =i Slip. P • ma si ha anche; 

Voi. sf. R — Slip. sf. Pi - dunque; 

Voi. P : Voi. sf. Il Sup. P Sup. sf. R ■ ossia; 

Voi. P ; Voi. sf. R ;; Sup. P ; Sup. sf. Pi ; dunque; 

1. “ Il rapporto tra i due' volumi della sfera e di un poliedro 
qualunque ad essa circoscritto è uguale al rapporto delle due su- 
perficie della sfera e del poliedro stesso circoscritto; e per conse- 
guenza ; 

2, " / volumi di due poliedri circoscritti ad una medesima sfera, 
0 a sfere uguali, stanno come le loro superficie. 

583. Scolio 1.° Abbiamo veduto che un poliedro regolare h,i 
un punto interno, che è il suo centro, il quale è ugualmente di- 
stante da ciascuna delle sue faccie e da ciascuno de’ suoi angoli; 
dunque; in un poliedro regolare si può sempre inscrivere e circo- 
scrivere una sfera; il raggio della sfera inscritta è l'apotema del 
poliedro; il raggio della sfera circoscritta è la retta, che unisce il 
centro con uno degli angoli del poliedro. 

Chiamato L il lato del poligono regolare, lato del poliedro, r l’a- 
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potPina di quel poligono, e R il raggio del circolo circoscritto allo 
stesso poligono, si trovano le seguenti equazioni: 

L . V 3 R 

per il triangolo equilatero: R“- 
per il quadrato: Rzz- 

per il pentagono regolare: R — 


3 

L . V2 


r ~ 




2 

R - V2 
2 


L- V 30 


+ 10 V» . R (i + V 5 ) 


10 


;r 


Equazioni, col mezzo delle quali, data una delle tre quantità L, 
R, r, si può trovare ciascuna delle altre due. 

Chiamato R' il raggio della sfera circoscritta al poliedro, e r' il 
raggio della sfera in esso inscritta, si trovano le seguenti equazioni: 


i.® 

9.0 

T 0 
O» 


per il tetraedro regolare: R' = 
per r esaedro regolare : R' = 
per r ottaedro regolare : R' 1 = 


L • VO 
4 

L . VS 
2 

L - V 2 
2 


, L . v'f) 
r zz : 



.1 L - Ve 

• A* I ' 

, f 


4.° 


o 


0 


pei' il dodecaedro regolare: R' z= 
per l’icosaedro regolare: R' = 


L.(Vi5+\^3). ^,_L. 

4 -2 

^ 

2 T — 



Equazioni col mezzo delle quali, data una delle tre quantità L, 
R', r’, si può sempre trovare il valore^ di ciascuna delle altre due. 

Vedesi adunque che, essendo la quantità L comune alle 5 ed alle 5 
equazioni, si può stabilire generalmente il principio: data una delle 
* cinque quantilà L, lì, r, R\ r\ si possoìio sempre calcolare le su- 
perfìcie ed i volumi del poliedro regolare, della sfera inscritta e 
della sfera circoscritta ad esso poliedro. 

584. Scolio. Abbiamo fatte le dimostrazioni, che si riferiscono 
alla superfìcie ed al volume della sfera, calcolando la sfera uguale 
al solido generato dalla rivoluzione di un semipoligono regolare 
di un numero infinito di lati infinitamente piccoli intorno al pro- 
prio asse, e per conseguenza esse dimostrazioni non sono geome- 
tricamente dedotte (342); le dimostrazioni stesse fatte con tutto il 
rigore geometrico si trovano nell’appendice dopo le altre, che si 
riferiscono alla circonferenza, al circolo, al cilindro ed al cono. 
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APPENDICE 

I. 


RETTIFICAZIONE DELLA CIRCONFERENZA. 

585. Abbiamo già veduto che dalle due equazioni : 

C zz 2rR e A =: rR^ derivano le altre ^due: 

C A 

i.® 7 T zz — ^ e 2 .*^ 7 : zz - 77 -: e che da queste si ricavano 

2U Ri 

quattro metodi per avere il valore di r con quella approssima- 
zione, che più si desidera, e quindi per sciogliere il problema della 
rettificazione della circonferenza^ e abbiamo anche esposto uno di 
que’ metodi (333); esporremo adesso gli altri tre metodi in tre pa- 
ragrafi separati, raccogliendo in ciascuno di essi le dimostrazioni 
di tutte quelle proposizioni, che conducono alla soluzione del rela- 
tivo problema. 

§ I. 

- Supposta conosciuta Varca di un circolo ^calcolare il suo rarj~ 
gio^ e quindi il valore di tt. 

PROBLEMA 


Baio un poligono regolare^ cosfrurre un’ altro poligono regolare 
ad esso equivalente e di un numero doppio di lati. 

Sia, il quadrato HMLB; prendasi sopra il raggio CB una parte 
CE, media proporzionale tra esso raggio e l’apotema C.A; coll’an- 
golo ^CB, metà di HCB e col lato CE formisi il triangolo DCE 
isoscele; questo sarà equivalente al triangolo ACB. 

Infatti, avendo i due triangoli ACB, DCE l’angolo C comune si 


avrà (211): DCE : ACB :: DC - CE : AC ■ CB 

CE" ZI AC • CB, essendo CE media pro- 
porzionale tra AC, e AB, dunque anche: 
DCE zz ACB. 

Ora, ACB è l’ottava parte del quadrato 
HMLB, dunque anche DCE sarà uguale al- 
l’ottava parte di esso quadrato; di più, es- 
sendo fangolo DCE metà di HCB, DE sarà 
corda d’un arco di un numero di gradi uguale 
alla metà di quelli dell’arco, del quale è 


: CE" : AC • CB; ma; 



Fig. 238. 
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corda JIB; per conseguenza; formato un poligono regolare col lato 
UE e col raggio CE, ossia coll’angolo DCE (304), questo sarà un 
fittagono e sarà equivalente al quadrato. 


PROBLEMA 


387. Doli i raggi di dm circoli, inscrillo e circoscrilto mi un po- 
ligono regolare, calcolare i raggi dei due circoli, inscritto e circo- 
scritto al poligono regolare equivalente e d’un numero doppio di lati. 

Nella figura del numero precedente questo problema si riduce 
al seguente; dati CB e CA, calcolare CE e CE, essendo CF la 
perpendicolare abbassata da C sopra il lato DE. 

1." Dalla stessa costruzione fatta superiormente si ha; 

CB ; CE ;; CE ; C.\; dunque; il raggio del circolo circoscritto 
ad un poligono regolare di un numero di lati doppio do' lati di un 
poligono regolare dato ad esso equivalente, è medio proporzionate 
tra i due raggi de' circoli, inscritto e circoscritto al poligono re- 
golare dato. 

‘2." I due triangoli .ACG, DCF rettangoli in e in F e coU’an- 

golo C comune, sono simili, dunque;'ACG ; DCF ;; AC" ; CF " e 
(juiudi anche : 

ACG ; 2DCF ; ; ÀC" ; 2CF" ; ma 2DCF =: DCE =: ACB, dun- 
que; l.“ ACG ; ACB ; ; AC^ ; 2CF* . 

Essendo l’angolo C diviso per metà dalla CG, si ha (194): 

AG ; GB ; ; AC ; CB ; e quindi ; AG ; AG + GB ; ; AC ; AC i CB; 
ossia AG ; AB ;; AC ; .AG + CB; ma si ha anche; 

ACG ; ACB ;; AG ; AB (135); dunque; ACG ; ACB ;; AC ; .AC + CB ; 
e, moltiplicando il secondo rapporto per AC; 

2.“ ACG ; ACB :: : AC (AC + CB); 

e, confrontando questa 2.“ proporzione colia l.“, si avrà; 

AC^ ; 2CT* ;; AC^ ; AC (.AC + CB); e quindi; 

2CF" ir: .AC (.AC + CB); ossia CF^ iz AC ( 


c finalmente; CF — V AC dunque; il raggio del cir- 

colo inscritto nel poligono regolare di un numero di lati doppio 
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de’ lati di un poligono regolare dato ad esso equivalente,, è medio 
proporzionale Ira il raggio del circolo inscrillo e la semisomma 
dei due raggi de' circoli, inserii lo e circoscrillo a quel poligono dolo. 

588. Scolio. Indicando con R e r i due raggi de’ circoli, circoscritto 
ed inscritto nel poligono regolare dòlo, e con II' e r' i due raggi dei 
due circoli, circoscritto ed inscritto nel poligono regolare a quello 
equivalente e di un numero doppio di lati, si lianno le due formule: 



Da queste 'formulej conoscendo che r < R, si conchiude che, 

R' < R ; e r' > r. 

• / 

FR0BLEM.\ 

589. Dato un poligono regolare, trovare con una data approssi- 
mazione di cifre decimali il raggio del circolo ad esso equivalente. 

Abbiamo adesso veduto essere r' > re R' <R; dunque; rad- 
doppiando succe.ssivamente il numero de’ lati del poligono rego- 
lare, senza alterarne l’area, e inscrivendo e circoscrivendo due cir- 
coli ne’ poligoni risultanti, si avrà che i circoli circoscritti andranno 
successivamente diminuendo sempre e i circoli inscritti successiva- 
mente sempre aumentando; e poiché le aree de’ poligoni, che suc- 
cessivamente si formano, restano sempre uguali, si avrà che cosi 
l’uno come l’altro de’ circoli si avvicinerà sempre più all’area del 
poligono. Esso poligono adun ]ue, e ([uindi anche il circolo ad esso 
equivalente, sarà sempre compreso tra i due circoli inscritto e 
circoscritto, sarà maggiore dell’uno e minore dell’altro, e per con- 
seguenza la sua differenza con ciascuno dei due sarà sempre mi- 
nore della differenza, che passa tra l’uno e l’altro dei due. Quando 
pertanto si sarà portata la ojierazione tanto avanti , che i raggi 
dei due circoli inscritto e circoscritto non differiranno fra di loro 
fino ad un certo ordine di cifre decimali, quando cioè si sarà 
portata la operazione tanto avanti, che i valori di que’ due raggi 
avranno fino all’ ordine richiesto comuni le loro cifre, prendendo 
quelle cifre comuni, si avrà certamente un valore, che non potrà 
differire fino a quello stesso ordine di cifre decimali dal raggio del 
tdrcolo epiivalenteal jioligono, ossia si avrà con l’approssimazione 
di quelle cifre decimali il raggio del circolo e juivalente al poligono. 

Vedesi adunque che la soluzione del problema proposto si ri- 
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solve nel calcolare, usando delle due formule del n.“ precedente, i 
raggi de’ circoli successivamente inscritti e circoscritti a’ poligoni 
di ugual superficie e di un numero doppio di lati, e nel continuare 
quel calcolo fino a che si arriva a’ valori di due raggi, che non 
difleriscano fra di loro fino all’ordioe delle cifre decimali domandato. 

PROBLEMA 

590. Trovare U rapporto tra la circonferenza ed il diametro 
con una data approssimazione 

Si scioglie questo problema, mediante le proposizioni sopra di- 
mostrate, colle tre operazioni seguenti: si suppone un valore 

qualunque per l’area d’uii poligono regolare qualunque; 2.° si 
calcola colla data approssimazione il raggio del circolo equivalente 

a quel poligono ; 5.® sapendo che r. — , si divide l’area supposta 

pel quadrato del raggio ritrovato; il quoto sarà il rapporto richiesto. 

•1.® Suppongasi 4 l’area di un quadrato. 

2.® Il lato di esso quadrato sarà 2 e quindi il raggio del cir- 
colo circoscritto sarà V/ 2 e il raggio del circolo inscritto sarà \ 
(297). Trasformando il poligono dato successivamente ne’ poligoni 
ad esso equivalenti di 8, 16, 52... lati, si avranno per li raggi 

^1, *4, ^3... 'a ''3... circoscritti ed inscritti i valori con- 
tenuti nella seguente tabella. 


i 

] NUMERO 

! DE! LATI. 

RAGGI DEI CmCOLI 
CIRCOSCRITTI Al POLIGONI. 

RAGGI DEI CIRCOLI 
INSCRITTI NEI POLIGONI. 

4 

1, 4142156 

1, 0000000 

8 

1, 1892071 

1, 0986841 

16 

1, 1450500 

1, 1210863 

52 

1, 1320149 

1, 126.5639 

64 

1, 1292862 

1, 1279257 

128 

1, 1286063 

1, 1282657 

256 

1, 1284560 

1, 1285508 

512 

1, 1283934 

1, 1283721 

1024 

1, 1283827 

1, 1285774 

2048 

1, 1283801 

1, 1283787 

4096 

1, 1283794 

1, 1283791 

8192 

1, 1283792 

1, 1283792 
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Volendo, per es., l’approssimazione portata fino alla settima cifra 
decimale, si conchiiiderebbe cbe il raggio del circolo equivalente 
al quadrato di area 4 è: 1,1283792. Dunque: 

3-° - - = 5,1445926; e quindi il rapporto 

domandato tra la circonferenza ed il diametro sarebbe: 3,1415926 : 1. 


§ II. 


591. Supposta conosciuta- la circonferenza di vji circolo, calco- 
lare il suo raggio, e quindi il valore di z. 


PROBLEMA 


592. Dato un poligono regolare, coslrurre un poligono regolare 
isoperimetro d’un numero doppio di lati. 

Sia BD il lato del poligono regolare dato, 
il cui centro è in C; abbassata da C la per- 
pendicolare CO al lato BD, si prolunghi fino 
al suo incontro in II colla circonferenza;' 
indi, uniti i due punti Bel) con // e con C, 
l’angolo H sarà l’angolo al centro del nuovo 
poligono domandato; esso infatti è metà del- 
r angolo BCD. Abbassata da C la CA per- 
pendicolare alla BH e condotta la AE, paral- 
lela alla BD, si avrà: BH : AH :: BD : AE; 

(2-36. 2.) , dunque anche AE =i-^; dunque 



Fiir. 2 3 9. 


ma AH = 


BD 


AE 


sarà il lato del poligono isoperimetro e di un numero doppio di lati 
del poligono, del quale il lato è BD. 

Trovati l’angolo al centro ed II lato, la costruzione del poligono 
domandato si eseguisce, usando del problema sciolto al n. 304. 


ii04 
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PROBLEMA 


593. Dati i rcKjgi de’ circoli inscriUo e circoscritto ad un poligono 
regolare dato, calcolare i raggi de’ circoli inscritto e circoscritto 
al poligono regolare isoperimetro d’ un numero doppio di lati. 

Ooine vedesi nella figura, questo problema si riduce al seguente; 
dati CG e CB, trovare IIF e HA. 

Ut = zz ‘ — ; dunque: tl raggio del 


■'ircolo inscritto jiel poligono regolare isoperimelro d’ un numero 
doppio di lati è medio aritmetico tra i due raggi de’ circoli, in- 
scritto e circoscritto al dato poligono. 

2. Nel triangolo rettangolo CAH si ha; 

ÌTa‘ zz: gii ■ IH" (-209) =z CB ■ ™ 

HA zz; ^ CB ■ dunque; 

il raggio del circolo circoscritto al poligono isoperimelro d’un 
numero doppio di lati è medio proporzionale tra il raggio del 
circolo circoscritto e la semisomma de’ raggi de’ circoli, circo- 
scritto ed inscritto nel poligoni) dato. 

594. Scolio. Indicando con R e r i due raggi de’ circoli , cir- 
uoscritto ed inscritto nel poligono regolare dato, e con R' e r' i 
due raggi de’ circoli, circoscritto ed inscritto'nel poligono regolare 
isoperiiuetro di un numero doppio di lati, si avrà; 

r' — - ; R' zz ^R ■ ; dalle quali, co- 


noscendo che r < R, si conchiude: r' > r e R' < R. 


PROBLEMA 

595. Dato il perimetro di un poligono regolare, trovare con una 
data approssimazione il raggio della circonferenza ad esso equi- 
valente. 

Ragionando in un modo affatto simile a quello tenuto nel pro- 
blema del n.“ 589 si viene come in quello a conchiudere, che per 
la soluzione di questo problema basta calcolare, usando delie for- 
mule del numero precedente, i raggi de’ circoli successivamente in- 
scritti e circoscritti a’ poligoni isoperimetri di un numero doppio 
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(li lati, e continuare il calcolo fino a che si arriva a’ valori di due 
raggi, che non differiscano fra loro fino all’ordine delle cifre de- 
cimali domandato nell’ approssimazione richiesta. 


PROBLEMA 


r396. Trovare il rapporto della circonferenza al diametro con 
una data approssimazione. 

1. ® Suppongasi un valore (|ualunque perii perimetro d’un poli- 
gono regolare qualunque; sia, peres., 4 il perimetro di un quadrato. 

2. '’ Si calcoli coU’approssimazione domandata il raggio della cir- 
conferenza uguale a quel perimetro. 

Il lato del quadrato supposto è i ; il raggio del circolo inscritto 

sarà-^, e quello del circolo circoscritto sarà \[ ^ (207) 

' \[ 1 1 

Si avrà adunque: R = 1 ' ^ — ; r = Per li raggi R, R,, 

R,,,... r, r,, r,,,... de’ circoli circoscritti ed inscritti ne’ poligoni re- 
golari isoperimetri col quadrato supposto e di lati 8, 16, 52...., 
usando delle formulo del n.*^ 595, si troveranno i risultati conte- 
nuti nella seguente tabella. 


NUMERO 
DEI LATI. 

RAGGI DEI CIRCOLI 
CIRCOSCRITTI AI POLIGONI. 

RAGGI DEI CIRCOLI 
I.NSCRITTI NEI PpLIGOM. 

4 

0, 7074068 • 

0, 5000000 

8 

0, 6552845 

0, 6055534 

46 

0, 6407289 

0, 6284174 

52 

0, 6376435 

0, 6345731 

64 

0, 6368754 

0, 6361083 

428 ' 

0, 6366836 

0, 6364949 

256 

0, 6366357 

0, 6365878 

542 

0, 6366257 

0, 6366447 

4024 

0, 6366207 

0, 6366177 

2048 

0, 6366499 

0, 6366492 

4096 

0, 6366497 

0, 6366495 

8492 

0, 6366496 

0, 6366496 
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Supposto adunque che si volesse portata l’approssimazione fino 
alla settima cifra decimale, si avrebbe per il valore del raggio della 
circonferenza uguale al perimetro 4, ossia per il valore del rag- 
gio della circonferenza 4, il numero 0,6366196. 

5.“ Finalmente, poiché si sa che tt — si divida la circon- 
ferenza supposta per il doppio del valore del raggio ritrovato e si 
avrà ; 


^ — = 3,1415926.... 

S . U.63G6I96 

Dunque il rapporto domandato .sarà: 3,1415926 


1 . 


§ III. 

597. Supposto conosciuto il raggio d’un circolo, calcolare la sua 
area e quindi il valore di tt. 


PROBLEMA 


598. Date le aree di due poligoni regolari simili, inscritto e cir- 
coscritto ad un circolo, calcolare le aree di due poligoni regolari 
simili, inscritto e circoscritto allo stesso circolo, di un numero dop- 
pio di lati. 

Siano ARON, EFHL i due poligoni, in- 
scritto, e circoscritto al circolo di rag* 
gio CM; il triangolo ACM, triangolo del 
poligono regolare inscritto d’un numero 
doppio di lati, avrà evidentemente con 
questo poligono lo stesso rapporto, che il 
triangolo ACD, metà di ACB, triangolo 
del poligono dato, ha collo stesso poligono 
dato; nel nostro caso, cosi l’uno, come l’al- 
Fig. 140. tro sono l’ottava parte del proprio poli- 

gono. E cosi ugualmente il triangolo GCP (uguale a C.\P.M) ha 
col poligono circoscritto di un numei’o doppio di lati lo stesso rap- 
porto, che il triangolo ECM ha col poligono circoscritto dato ; nel 
nostro caso, anche questi due sono l’ ottava parte del proprio poli- 
gono. Per conseguenza, indicando con A e B le aree dei due po- 
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ligoni, inscritto e circoscritto dati, e con A' e B’ le aree doman- 
date dei due poligoni, inscritto e circoscritto di un numero doppio 
di lati, si avrà la serie di rapporti "uguali; 

ACD : ACM : ECM : CAPM :: A : A» : B : B». 

Ciò posto: i due triangoli ACD, ACM, avendo il vertice nello 
stesso punto ^4 e le basi sulla stessa retta CM, danno : 

ACD : ACM :: CD : CM; ma per la stessa ragione: 

ACM : ECM : AC : CE; ed essendo AD parallela ad EM: 

CD : CM : : AC : CE; dunque: ACD : ACM : : ACM : ECM ; 

e quindi: A : A' :: A' : B; dunque A' = VaB. 

I due triangoli CPM, CPE danno la proporzione : 

CPM : CPE :: PM : PE; ma PM : PE :: CM : CE (494); dunque : 
CPM : CPE :: CM : CE :: CD : CA :: CD : CM :: ACD : ACM :: A : A'; 

dunque : 

CPM : CPM + CPE :: A : A + A'; ossia ; CPM : ECM :: A : A + A’ ; 
dunque anche; 2CPM : ECM :: 2A : A + A'; ossia 
CAPM : ECM :: 2A : A + A'; ma 
CAPM : ECM :: B' : B; dunque: 

B . 2A 


B' : B : : 2A : A + A' ; e quindi 2.® B' zz 


A + A' 


599. Scolio. Dalle due equazioni A’ = \/aB; B' m 


B -2A 


A 4- A' ’ 

essendo B > A, si conchiude 1.® A' > A e per conseguenza, es- 
sendo 2 A < A + A', anche B' < B. 


PROBLEMA 

600. DaLo il raggio d'un circolo e le aree di due poligoni re- 
golari simili f inscritto e circoscritto, calcolare V area del circolo 
con una data approssimazione. 

Ragionando in un modo affatto simile a quello tenuto nel pro- 
blema del II. 589, si conchiude, che per ia soluzione di questo 
problema basterà, usando delle due formule sopra ritrovate, cal- 
colare le aree de’ poligoni regolari inscritti e circoscritti succes- 
sivamente di un numero doppio di lati, fino a che si arriva a due 
valori, che non differiscano fra loro fino all’ ordine delle cifre de- 
cimali domandato. 
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PROBLEMA 

COI. Trovare il rapporto della circoìiferenza al diametro con 
una data approssimazione. 

1 SnppoDgasi un valore qualunque per il raggio del circolo; si 
inscriva un poligono regolare qualunque e se ne circoscriva uno 
(lì simile. Sia, per es., il raggio uguale 1, e i due poligoni rego- 
lari due quadrati. 

2." Si calcolino le aree dei due poligoni. 

11 lato del quadrato inscritto è ' 2; si avrà adunque; 

Area (juadrato inscritto — 2. 

11 lato del quadrato regolare circoscritto è 2; si avrà adunque: 
.àrea quad. circos. = i. 

.Mediante le due formule l.”e 2.“ del n. 597 si calcolino i valori 
delle aree de’ poligoni regolari inscritti e circoscritti al medesimo cir- 
colo di un numero successivamente sempre doppio di lati ; cioè nel 
nostro caso si calcolino i valori delle aree de’ poligoni regolari in- 
scritti e circoscritli di 8, 16, 32, 64.... lati, e si continui il calcolo, 
lino a che si arriva a’ valori di due aree, che non differiscono fra loro 
fino aH’ordine di cifre decimali domandato neU’approssimazione. Sup- 
posto, per es., che si volesse portata rapprossimazione fino alla set- 
lima cifra decimale, si dovrebbe portare il calcolo fino alle aree dei 
(lue poligoni regolari di 52768 lati, come vedesi nella seguente tabella. 


DEI LATI. 

AllEE DEI rOLIUO.NI 
nEGOLAill ISSCRITTI 

AHEE DEI rOLIOO?U 
KEGOLAUl CIUCOSCIUTTI. 

4 

2, 0000000 

4, 0000000 

8 

2, 8284271 

3, 3137085 

16 

5, 0614674 

3, 1825979 

52 

3, 1 2)4451 

3, 1 517249 

64 

3, 1 365485 

3, 1 441184 

128 

5, 14 03311 

3, 14 22236 

256 

3, 141 2772 

3, 141 7504 

512 

3, 141 5138 

3, 141 6321 

^ 1024 

3, 141 5729 

3, 141 6025 

2048 

3, 1415 877 

3, 1415 951 

4096 

3, 14159 14 

3, 14159 33 

8192 

3, 141592 3 

3, 141592 8 

16584 

3, 141592 5 

3, 141592 7 

32768 

3, 1415926 

3, 1415926 


Digitized by Google 




GEOMETIUA 


200 

Trovato il numero 3,l'ilo926, che rappresenta il valore comune 
alle due aree dei due poligoni, inscritto e circoscritto, si conchiu- 
* derà: l’area del circolo non può differire da quel numero fino a 
quella settima cifra decimale, e per conseguenza si avrà: 

A zi; 3,1415926, con l’approssimazione portata fino alla settima 
cifra decimale. 

5.® Essendo r n: -p-, si divide il valore dell’area del poligono, 


cosi ritrovata, pel quadrato del valore supposto del raggio e si ot* 
tiene il valore di ti; si ha, cioè, nel nostro caso: 




3,U1U926 


« 

3,1415926. 


* 


i4 
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II. 


METODI DELL'ESÀliSTIONÉ E DEI LIMITI. 


Due sono i metodi, de’ quali si può far uso per avere la dimo- 
strazione rigorosa delle proposizioni, che 5i riferiscono alle circon- . 
ferenze, a’ circoli, al cilindro, al cono,' al tronco, di' cono a* basi, 
pàrailerè,' ed alla sfera: proposizioni, che noi abbiamo dedotte dal . 
•princìpio generale*: il circolo si può calcolaré un poiigono regolare • , 
■di un numero infintlo di' lati infinitamente piccoli, QoL(tiiì ùne me- 
lodi sono: il metodo delV esaustione; 2.® il metodo de' limiti, 

. Nói .tratteremo df ciascuno di essi in due numeri separati. • 

METODO dell’ ESÀ' tfSTIONE. ’ • 

602. Colla parola s’intende quella sorte di processo nella 
dimostrazione, col qu'ale si fa vedere, che abbiamo considerato ogni 
caso immaginàbile, che il soggetto particolare, di cui si tratta, può 
ammettere, ed avendo dimostrato che'il punto da stabilirsi non è 
- ìnclùso in -alcuno di essi, eccettuato un solo, ne deduciamo che si 
debba trovare in- quello. Necessariamente ‘questo presuppone’ che 
'.debba trovarsi in alcuno di essi; ovvero che abbiamo preceden- 
temente stabilita la verità dell’a//er/ia//ya. Per es., se sarà dimo- 
strato che ima cosa non può essere nè maggiore, nè minore di 
• un’ altra , ne verrà per conseguenza che sarà ad essa uguale. È 
questo un caso semplice di esaustioiie, del quale abbiamo già an- 
che, fatto uso in alcune dimostrazioni; ed è appunto a questo stesso 
caso semplice; che si riduce la dimostrazione delle proposizioni, delle 
quali dobbiamo adesso occuparci. 

■ 605. Principio fondainentale. Date due circonferenze concentri- 
che: \ ^ .nella maggiore si può inscfivere' un poligono regolare tale, • 

. che co* suoi lati non tocchi la circonferenza del circolo minore; 

2.® alla minore si può circoscrivere un poligono regolare tale, 
che co*suoi lati non tocchi la circonferenza maggiore. 
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i.° Siano i due circoli concentrici di raggi PO, CO; condotta la 
AB tangente al circolo minore, s’inscriva 
nel maggiore un poligono regolare tale, • 
che il suo lato sottenda un arco minore 

» 

dell’arco AB; sia CD questo lato, che sup- 
porremo collocato, in modo che sia per- 
pendicolare al raggio OL, condotto al punto 
di contatto L e prolungato fino in H. Es- 
sendo CD < AB, si avrà OM OL (245) ; 
dunque il lato CD non tocca col suo pun- Fig. 241. 

•to M la circonferenza minore; tanto meno la potrà toccare co- 
gli altri suoi* punti, che sono più lontani di M da quella circon- 
ferenza (il8). 

. 2.® Condotti i due raggi CO e DO, PO* sarà il lato del poligono 
circoscritto simile all’ inscritto , del quale il Iato è CD; gli archi 
infatti PO, CD sono di Uguale ampiezza, perchè misurati dal me- 
desimo angolo in 0. Ma OP < OC e OQ < OD, dunque il lato PQ 

non tocca co’ suoi ppnti estremi P, Q la circonferenza maggiore ; 

* 

tanto meno potrà toccarla cogli altri suoi punti, i quali sono tutti 
più lontani di P e di Q da quella circonferenza. 

Stabilito questo generale principio daremo le dimostrazioni, che 
da esso dipendono ne’ tre paragrafi seguenti; cioè nel daremo* 
quelle, che si riferiscono al circolo; nel 2.® quelle, che si rifieriscono 
•al cilindro ed al cono ; nel 5.® quelle, che si riferiscono alla sfera 

§ i- 

' Circolo. * 

604. I. Ragione delle eirconfercoze dei clreoli. 

Le circonferenze de" circoli stanno come i loro raggi. 

1.® Siano i due circoli di raggio DE, CB; dico che si avrà: 

Circonf, DE : Circonf. CB : : DE : CB. 

Infatti; supponiamo che, non essendo vera questa proporzione, sia 
vera l’altra: . 

Circonf. DE : circonf. CB :: DE : CA, 

essendo il quarto termine CA < CB, quarto termine della proposta. 
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Si circoscrivano a’ due circoli di raggio DE, CA i due poligoni 
regolari simili GHMOQS, ghmoqs, tali, che quello circoscritto al 




circolo di raggio CA, non tocchi co’suoi lati la circonferenza di 
raggio CB; si avrà la proporzione: 

2.® Perim. GHMOOS ; perim. ghmoqs DE : CA (2961; 
la quale confrontata colla -l.® supposta, dà: 

Circonf. DE : perim. GIIMOQS :: circonf. GB : perjm. ghmoqs; 
proporzione assurda; perchè circonf. DE < perim. GHMOOS; e 
circonf. GB > perim. ghmoqs] dunque è falsa la 1.® proporzione 
supposta, da cui derivò questa, dunque il quarto termine non > può 
essere CA < GB. 

Supponiamo invece: 

\ .® circonf. DE : circonf. GB : : DE : Ce; essendo Ce > GB. ' 
Inscrivansi ne’ due circoli di raggio DE e Ce i due poligoni re- 
• golari simili ELNPRT, e elnprt] tali che il poligono inscritto nel cir- 

colo di raggio Ce don tocchi co’ suoi lati la circonferenza di raggio 
CB. Si avrà: 

2.® Perim. ELNPRT : perim. elnprt :: DE : Ce; 
e (juesta confrontata colla prima, dà: 

Circonf. DE : Perim. ELNPRT :: circonf. CB : perim. elnprt] 
proporzione anche questa assurda ; essendo : 

circonf. DE > perim. ELNPBT e circonf. CB < perim. elnprt. 
Dunque ‘la prima proporzione supposta, dalla quale questa fu de- 
rivata, è falsa, dunque il quarto termine non può essere Ce > CB. 
Che se il quarto termine non può essere nè maggiore, nè mi- 
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Il ore di CB, segue che deve essere CB, e segue per conseguenza 
che sia vera la proporzione: Circonf. DFi : circonf. CB :: DE : CB. 
c. S. I). I). 


605. II. Ragione delle aree dei eireoll. . 

Le aree de* circoli slanno come i quadrati de* loro raggi. 
Costruzione e ragionamento adatto simili a quelli del problema 
precedente. 

606. IH. Misura del circolo. 

Larea d*uti circolo è uguale al prodotto della metà del suo rag- 
gio nella sua circonferenza. 

Sia il circolo di raggio DE; dico che 
si avrà: 

• DE 

Circolo DE zz; — y- • circonf. DE. 

• ^ 

Infatti supponiamo d.°: 

DF 

> — ~ . circonf. DE =: Circolo DK, 

2 

essendo DK> DE. 

Si inscriva nel circolo di raggio DK 
il poligono regolare GHLMNO, tale, che Fig. 243. 

co’ suoi lati non tocchi la circonferenza di raggio DE; si avrà: 



— - perim. GHLMNO Polig. GHLMNO; ma abbiamo supposto: 
DE 

‘ circonferenza DE zz: Circolo DK ; dunque, essendo 


DE <DX e circonf. DE < perim. GHLMNO, dovrebbe anche essere 

circ. DK c polig. GHLMNO, 

cioè il circolo circoscritto dovrebbe essere minore del poligono in- 
scritto; ma questo è impossibile; dunque non può essere: 

•' circonf. DE = Circolo DK. 

DE 

Supponiamo 2.® circonf. DE =z Circolo D/i, essendo D/? <DE. 

Si circoscriva alla circonferenza df raggio Dp il poligono rego- 
lare ghlmno., tale, che co’ suoi lati non tocchi la circonferenza di rag- 
gio DbL Si ha: 

• perim. ghlmno ~ polig. ghlmno\ ma abbiamo supposto: 
DE * 

• circonfer. DE := Circolo D/;; dunque, essendo DE> D/?, 
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e circonf. DE> perirti, ghlmno^ seguirebbe che anche 

• circ. \)p > polig. ghlnmo; 

seguirebbe, cioè, che il circolo inscritto fosse maggiore del poligono 
ad esso circoscritto; ma questo è impossibile, dunque non può es- 
de 

sere: - circonf. DE Circolo • D/>. 

DE 

Se adunque — ■ circonf. DE non può essere uguale ad un cir- 

colo di raggio nò maggiore, nè minore di DE, segue che sia eguale 

al circolo di raggio DE, segue cioè : 

DE 

. circonf. DE z= circolo' DE. c. s. d. d. 

2 

607. IV. Ragione degli archi c dei settori sibili. 

1. Gii archi simili s tarmo come i loro raggi. 

2. / Sallori simili stanno come i quadrati de' 
lor'o roggi. 

Sieho i due archi simili LG e MF. 

t 

1.” Calcolata la circonferenza siccpme un arco 
di 560®, misura di un angolo uguale a 4R, pel 
teorema del n.® 254 si ha'. 

Arco LG : circonf. AL : : LAG : 4R 

Arco IMF : circonf. AM :: MAF : 4R; ma LAGzzMAF, dunque: 
Arco LG : Arco • MF :: circonf. AL : circonf. AM :: AL : AM. 

2.® Calcolato il circolo intiero siccome un settore di 560®, si ha; 
Settore LAG : Circolo AL : ; Arco LG : 560® : : LAG : 4R 
Settore IMAF : Circolo AM ;: arco MF : 560® :: MAF : 4R; ma 

LAG zz MAF; dunque : 

Settore LAG : Settore MAF :: Circolo AL : Circolo AM : : AL“ : AM^. 

608. y. misura d’un settore circolare. . * 

Varca di un settore circolai'e è uguale al pr'odotto del suo arco 
nella metà del raggio del suo circolo. 

Dal confronto del settore IN^AP col proprio circolo, si ha: 

Settore MAF : Circolo AM :: Arco MF Circonf. AM; e quindi anche 

Settore MAF : Circolo AM : : • Arco MF : ^ • circonf. MF: ma 

Circolo AM • circonf. MF (606); dunque anche: 

•Settore MAF = 4?^- ■ Arco MF. * 
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■ Si 

Cilindro, cono, tronco di cono. ‘ 

» , 

(>09. Amnicttiamo siccome evidente, che le superficie laterali e i 
\ oUuni de’ prismi e delle piramidi inscritte, sono minori delle super- 
ficie convesse e de’ volumi de’ cilindri e de’ coni circoscritti;, e che 
le superficie laterali ed i volumi de’ prismi e delle piramidi circo- 
scritte, sono mnfigiori delle superficie convesse e de’ volumi de’ ci- 
lindri e de’ coni inscritti. 

Ammettiamo ancora siccome evidenté, che, poiché fu dimostrato, 
che, dati due circoli concentrici, si può sempre circoscrivere al mi- 
nore un poligono regolare tale, che co’ suoi lati non tocchi la cir- 
conferenza d(d maggiore, e si può inscrivere .nel maggiore un po- 
ligono tale, che co’ suoi lati non tocchi la circonferenza del mino- 
re (605) ; così, dati due. cilindri, o due coni aventi l’asse comune, si 
può sempre circoscrivere al cilindro o al Cono minore un prisma o 
una piramide tali, che co’ loro lati non tocchino le superficie con- 
vesse del cilindro o del cono maggiore, e si può inscrivere nel ci- 
lindro 0 nel cono maggiore un prisma o una piramide tali, che colle 
loro faccio non tocchino la superficie convessa del cilindro o del 
cono minore. 

610. I. .lllsura della fluperflcle convetita dkun cilindro retto. 

La superficie convesso di un ci- ' " M 

lindro rello è mjiinle al prodotto del 
suo lato nella circonferenza della 
sua base. 

Sup. conv. cil.C-\=;CM circ.C.^, 
essendo CM l’ altezza o il lato del 
cilindro retto, e CA il raggio della 
sua base. 

Suppongasi l.“ 

CM - ciré. C.\“ Slip. conv. cil.CB; 
essendo CB > CA. Si. iuscriva Jiel 
cilindro CB il prisma retto di base 
EFGHLN, tale, che colle sue faccie 
non tocchi la superficie del cilin- 
dro CA; si ha (440): fi«. »i 5 . 

C.M - perim. EFGH£n rr Sup. lat. pris. EFGHLN ; ma : 

CM • circonfer. C.4 ~ Sup. conv. cil. CB; 
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dunque, essendo CM z= CM e circonf. CA < perim. EFGHLN, ne se- 
j^aiirebbe che anche: 

Sup. conv. cil. CB < Sup. lat. pris. EFGHLN, 
ne seguirebbe, cioè, che la superfìcie del cilindro circoscritto fosse 
minore della superfìcie del prisma inscritto ; ma ciò è impossibile , 
dunque non può essere: 

CM • circonf: CA = Sup. conv. cil. CB. 

Supponiamo 2.® 

CM • circonf. CA = Sup. conv. cil. CD; essendo CI) < CA. 

* Si circoscriva al cilindro di raggio CD il prisma retto di base effjhln 
tale, che co’ suoi lati nòn tocchi la superfìcie del cilindro CA; si ha : 
CM • perim. efghln ~ Sup. lat. pris. efghln; ma abbiamo supposto: 
CM • circonfer. CA 1 = Sup. con\\ cil. CD; dunque, essendo 
CM := CM, e circonf. CA > perim. efghln^ ne seguirebbe che anche 

Sup. conv. cil. CD > Sup. lat. pris. efghln^ 
cioè ne seguirebbe che la superfìcie del cilindro inscritto fosse mag- 
giore della superfìcie del prisma circoscritto, il che è impossibile; 
dunque: non può essere : . * 

CM • circonf. CA zz Sup. conv. cil. CD. 

Che se CM • circonf. CA non può essere uguale alla superfìcie 
convessa di un cilindro di raggio nè maggiore, nè minore di CA, 
segue che sia uguale alla superfìcie convessa del cilindro di rag- 
gio CA, segue, cioè, che: CM ■ circonf. CA zz Sup. conv. di. CA. 
0. s. D. D. 

Gii. II. misura della superBcle convessa di un cono retto. 

La mimra della superficie convessa di un cono retto è uguale al 
prodotto della metà del suo lato nella circonferenza della sua base. 

Sup. conv. cono CA zz • circonf. CA. 

MA 

i.” Sia circ. CA zz: Sup. conv. cono CB, essendo CB > CA. 

Nel cono retto di base CB s’ inscriva la piramide retta di base 
EFGHLN tale, che colle sue faccie non tocchi la superfìcie del co- 
no CA; si ha (445): 

. perim. EFGHLN zz Sup. lat. piram. EFGHLN; ma : 

• circonfer. CA zz Sup. conv. cono CB; dunque, 
essendo MA < MO; circonf. CA < perim. EFGHLN, seguirebbe: 
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Slip. conv. cono CR < Sup. lat. piram. Eb’GHLN, cioè la superfìcie 
del cono circoscritto sarebbe minore della superfìcie della piramide 
inscritta; ma ciò è impossibile, dunque non può essere; 

— — • circonf. CA ~ Sup. conv. cono CR. 

. IO- 

2. Sia- — • circ. CA ~ Sup. conv. cono CD; essendo CD <CA. 

Si circoscriva al cono retto di raggio CD la piramide retta di base 
efijhln tale, che co’ suoi Iati non tocchi la superficie del cono di 
raggio CA; avremo: 

MD 

— — • perim. efyhln — Sup. lat. piram. efghhi; ma: 

— • circonfer. CA ~ Sup. conv. cono CD; dunque, essendo 

MA > MD e circonf. C.\ > perim. efyhln, seguirebbe che anche ^ 
Sup. conv. cono CD > Sup. lat. piram. efyhln; 
che cioè la superficie del cono inscritto fosse maggiore della su- 
perficie della piramide circo'fecritta ; ma ciò è impossibile; dunque 

non può essere ■ Circonf. C.\ — Sup. conv. cono CD. Che 

Mi 

■ circonf. C.4. non può essere uguale alfa superficie con- 

« ^ 

vessa di un cono retto di raggio nè maggiore, nè minore di CA, 
segue che sia uguale alla superficie convessa del cono retto di rag- 

gio CA, segue cioè: — circonf. CA ~ Sup. conv. cono C.\. 

612. III. nisura della soperflcle conves^ di un troneo di cono 
rello a baiti parallele. 

La misura della superficie convessa di un tronco di cono rètto 
a basi parallele è uguale al prodollo del lato nella semisomma 
delle circonferenze delle due basi; o anche: è uguale al prodollo 
del lato nella circonferenza for- 
mata con mi piano condotto dal 
punto di mezzo del tronco. 

Si innalzi dal punto E la BP per- 
pendicolare al lato SE ed uguale 
alla circonf. DE; condotta la SF 
e le due BC, HL, parallele alla EF, 
si hanno le proporzioni: 

Flg. 240. 
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SP] ; SB ; AB; ma DÈ : AB circonf. UFI ; circonf. AB; 

dunque; 

SE : SB :: circonf. UE : circonf. AB; ma 

SE : SB EF^ : BC; dunque: circonf. DE : circonf. AB EP : BC; 

ma EF ~ circonf. DE, per costruzione, (Kinque BC = circonf. AB. 
Si dimostra nello stesso modo HL z= circonf. OH. Ciò posto: 

. SF SF 

Slip. conv. cono SFIN =z — ■ circ.“ DE zz ■ EF rz: SEF (157) ; 
SB SB 

Sup. conv. cono SBG zz — - — circ.“ AB zz — — ■ BC zz SBC, e sottr.; 

A A 

* «Sup. conv. cono SEN — Sup. conv. cono SBG zz SEP — SBC; ossia: 

pp + nr 

Sup. conv. tronco GBEN zzBCFEzz:EB- — - — zzEB-HL; e quindi: 

— ^ — — J zz EB - ciré." QH. 

615. IV. misara del volume di un cilindro qualunque. 

La misura dal volume di un cilindro qualunque è uguale al pro- 
dotto della base nella sua altezza. 

Costruzione e ragionamento affatto uguali a quelli del proble- 
ma I; si avverta solamente, che in questo prolilema i cilindri e i 
prismi inscritti posson%e.ssere anche ohbliqui; mentre nel problema 
deJIa superficie, e l’uno e l’altro dovevano essere retti. 

614. V. Misura del volume di un cono quaiunque. 

La ìnisura del volume di un cono qualunque è uguale al terzo 
del prodotto della sua base nella sua altezza. 

Costruzione e ragionamento affatto uguali a quelli del proble- 
ma II; colla osservazione stessa del problema precedente, 

615. VI. Misura del volume di unrlronco di cono a basi pa- 
rallele. . 

La misura del volume di un tronco di cono a basi parallele è 
uguale al terzo del prodotto della sua altezza nella somma della 
base inferiore colla supcriore e colla inedia tra questa e quella. 
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S’immagini il cono tronco ABDC prolungato fino ifi G'a formare 
il cono intiero GCD e sul piano della 

é 

sua base inferiore si costruisca la pi- 
ramide PULHO colla base ULIIO equi- 
valente al circolo*’ CI) e di altezza 
uguale a quella del cono. 11 volume di 
questa piramide sarà equivalente al vo- 
lume del cono dato (453. 503). Fatto ® 
in essa passare il piano QRSF, prolun- 
gamento del piano AB, si avrà anche 
QBST equivalente al circolo AB (419), e quindi anche il volume 
della piramide PQSRT equivalente al volume del cono GAB; dun-, 
que sarà anche il vòlume del tronco di cono equivalente al volume 
del tronco di piramide; dunque si avrà: 

\ ol. tronco* ABDC 1 = voi. tronco piram. OH* 

. (4oo) ( UHLO + ORST + V UHLO • ORStI 

nF f — 2 — 2 ' \ 

= - j- ttCE + t: AF + ttCE • AF J. C. S. d. D. 

§ 3 . 

Sfera. 

616. 1. lllsura della «luperflcle della gfera. 

La superfìcie della sfera è uguale al prodotto del suo diametro 
per la circonferenza del suo circolo massimo. 

Sup. sf. CA =z HA • circonf. CA. 

l.° Supponiamo Ha • circ. CA “ Sup. sf. CB, essendo CB > CA. 

Si circoscriva al circolo di raggio CA il semipoligono rego- 
iaré FEGQO tale, che co’ suoi lati non toc- 
chi la circonferenza di raggio CB; la su- 
perficie del solido generato dalla rivolu- 
zione di detto semipoligono intorno al suo 
asse FO, non incontrerà la superficie della 
sfera generata dal seniicircolo di raggio 
CB, che si aggira intorno al suo diametro 
MB ; la stessa superficie sarà minore della 
superficie di raggio CB, e sarà maggiore 
della superficie della sfera di raggio^CA. 
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Ciò posto, 5up. sol. FEGQO zz: FO * circ. CA (558) j ma per ipotesi . 

. Sup. sfera CB z= HA circ. • CA, 
dunque, essendo HA < FO, dovrebbe anche essere 
Sup*. sf. CB < Sup. solido FEGQO; 
ma ciò è impossibile, dunque non può essere:^ 

HA • circonf CA zz Sup. sf. CB. 

Supponiamo HA - circ. CA zz $up. sf. CI), essendo CD < CA. 

Si inscriva nel semicircolo di raggio CA il semipoligono rego- 
lare HNSKA tale, che co’ suoi lati non tocchi la circonferenza di 
raggio CD; si avrà: 

Sup. sol. HNSKA = HA • circonf. CL; ma abbiamo supposto: 
Superf. sfera CD zz HA • circont. CA; dunque, essendo 
circonf. CA > circonf. CL. dovrebbe èssere anche 
Sup. sf. CD > Sup. solido HNSKA; 
ma ciò non può essere, dunque non può essere 
Sup. sfera CD zz HA circonf. CA. 

Se adunque HA • circonf. CA non può essere uguale alla super- 
fìcie di una sfera di raggio nè maggiore nè minore di CA, segue 
che sia uguale alla superfìcie della sfera di raggio CA, segue 
cioè che: 

HA • circonf. CA zz Sup. sf. CA. c. s. d. d. 

Bi7. II. Misura di una calotta sferica. 

La ?nimira della superficie di una calotta sferica è uguale al 
prodotto della sua altezza per la circonferenza inassima della sua 
sfera. 

Sia la calotta, che si suppone generata dall’arco AB, che si 
aggira intorno AD, sua projezione sul diametro AM; dico che si 

avrà: 

Sup. calotta AB = AD • circonf. CA. 
Sia: Sup.cal. AB=:AD - circ. CE, 
essendo CE < CA. 

Inscritta nell’arco AB la porzione 
Aw 2 ?iB di semipoligono regolare, tale 
Fig. 249 . che co’ suoi lati non tocchi l’arco di 

raggio CE, simile all’arco AB, cioè l’arco EP, si avrà (559): 

Slip. sol. AmnB zz AD • circonf. CO; ma abbiamo supposto 
Sup. calotta AB zi AD • circonf. CE: dunque, essendo CO > CE, 
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dovrebbe anche essere: Sup. sol. > sup. calotta AB, il che * 

è assurdo; dunque non può essere sup. calotta .\B = AD - circonf. CE, 
cioè la superfìcie di una calotta non può essere uguale al prodotto 
della sua altezza nella circonferenza di un circolo più piccolo del 
circolo filassimo della sua sferri. 

2.° Sia sup. calotta AB zz: Al) - circonf. CH, essendo CH >- CA. 

Sup. cal. AB + sup, cal. MBzzSup. sf. CA zz AM - circonf. CA ; 
se adunque 

Sup. calotta AB zz .\D • ciroonf. CU, sarebbe necessario che 

Sup. calotta MB = DM - circonf. minore di C.\; ma ciò è assurdo, 
perchè abbiamo dimostrato che la superficie d’unà calotta non può 
essere uguale al prodotto della sua altezza nella circonferenza d’un 
circolo più piccolo del circolo massimo della sua sfera, dunque non ^ • 
può essere Sup. calotta AB zz AD • circouf. CU. 

Se adunque sup. calotta AB non può essere uguale al prodotto 
della sua altezza nella circonferenza di un circolo, nè minore, nè 
maggiore del circolo massimo della sua sfera, segue che sia uguale 
al prodotto della sua altezza nella circonferenza di un circolo mas- 
simo della sua sfera, segue cioè; 

Sup. calotta AB zz AD ■ circonf. CA. c. s. 9 . d. 

618. III. Misura della snperllcie di una zona sferica. 

La misura della superficie di una zona sferica è uguale al pro- 
dotto della sua altezza nella circonferenza massima della sua sfera. 

Sia la zona generata dall’arco BQ, che si aggira intorno a DB, 
sua projezione sul diametro AM ; dico che si avrà : 

Sup. zona BQ = DB • circonf. CA. 

Infatti, Sup. calotta AQ =: AB ■ circonf. CA. 

Sup. calotta AB — AD • circonf. CA; dunque sottraendo : 

Sup. calotta AQ — sup. calotta AB zz (AB — AD) circonf. C.\, * 

ossia: Sup. zona BQ zz DPi • circonf. CA. c. s. d. d. 

619. IV. Misura del volume di una sfera. 

Il volume della sfera è uguale al terzo del prodotto del suo raggio 
nella sua superfìcie. 

CA 

Voi. sf. C.\ zz —z— ■ Sup.Jsf. C.\ (Fig. 248). 

ò 

CA 

1." Sia— -*— • Sup. sf. CA zz Voi. sf. CB; essendo CB > CA. 

0 


I 
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Fatta la costruzione del n.® 616 si avrà : 

CA 
3 

CA 


Voi. .FEGQO =; ~ • Sup. solido FEGQO (561); ma abbiamo supposte) 
Voi. sf. GB z= - Sup. sf. CA'; dunque, essendo 


Sup. sf. CA < sup. solido FEGQO, dovrebbe anche essere 

Voi. sfera CB < Voi. FEGQO, il che è assurdo. . 

« 

CA 

2.'’ Sia: -'.r^-Sup. sf. CA = Voi. sf. CD; essendo CD < CA; si avrà: 


VoI.HNSKAzz 


Voi. sf. CD = 


CL 


CA 


Sup. solido lINSKA; ma abbiamo supposto 


Sup. sf. CA; dunque, essendo CA > CL 


e Sup. sf. CA > sup. sol. IINSKA, dovrebbe anche essere » 
Voi. sf. CD > voi. solido HNSKA, il che è ancora assurdo. 


Dunque, non poterlo il prodotto 


CA 


Sup. sf. CA essere uguale 


al volume d’una sfera di raggi^, nè maggiore, nè minore di CA, 
segue che sia* uguale al volume della sfera di raggio CA, segue 
cioè che: 


Voi. sf. CA 


CA 


Sup. sf. CA. C. S. D. D. 


620. V'. misura del volume di un settore sferico. 

Il volume di un ^settore sferico è uguale al terzo del prodotto 
del suo raggio nella superfìcie della sua zona corrispondente. 

Sia il settore sferico generato dal settore circolare CAB; dico 
che si avrà: 


CA 


Voi. seti. CAB = — ^ 

« ù 

CA 


Sup. AB. 


1.® Sia: -ir- ' Sup. AB = Voi. sett. CDE, 
0 • 

cioè uguale al volume d’un settore ge- 
nerato dall’arco DE, simile ad AB, e di un 
circolo di raggio maggiore. Inscritto in 
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esso arco I)K. la porzione di poligono regolare DHLE tale, che co’ 
kioi lati non tocchi l’arco AB si avrà: 

CO 

Sup. DHLE nrVol. sol. DCELH (56^2); ma abbiamo supposto. 
\ 

Sup. AB zz .Voi. sett. CDE; dunque, essendo 


0 

CA 


CA < CU, e sup. AB < sup. DHLE, dovrebbe anche essere 
■ .Voi. sett. CDE < voi. sol. DCflLH; il che è assurdo. 

2.*^ Sia: .— • Sup. AB zz Voi. sett. CFG, cioè uguale al volume 

d’un settore generato dall’arco^FG, simile ad AB, e di un circolo di 
raggio minore. Si inscriva nell’arco AB la porzione di poligono n;- 
go|are A»?wB tale, che co’ suoi lati non tocchi l’arco FG; sfavrà: 
CP ^ 

Sup. Am?iB zz Voi. ACBww; ma abbiamo supposto : 


CA 


Sup. .'AB zz Voi. sett. CFG; dunque, essendo: 


CA > CP, e sup. AB > sup. Am«B, dovi’ebbe essere anche 
Voi. sett. CFG > Voi. ACB»m, il che parunenti è assurdo. 


Dunque il prodotto 


CA 


Sup. AB, non potendo essere uguale 


al volume d’un settore sferico generato da un settore circolare con 
arco simile ad AB, e di raggio, nè maggiore, nè minore del raggio 
dell’arco AB, segue che sarà uguale al volume del settore sferico 
generato dall’arco AB; segue cioè che: 

CA 

Voi. sett. CAB = — ~ • Sup. AB. c. s. n. d. 


9 0 


METODO DEI LIMITI. 


621. Una grandezza delenninata^ alla quale un'altra grandezza 
variabile può co'suoi successivi aumenli accostarsi sempre piìi, e 
quanto si vuole all' infinito^ senza pprò poterla mai uguagliare^ di- 
cesi il limite di quella grandezza variabile. 

Così, per esempio, nell’ equazione L zz A + «, supposto che la 
(|uantità A co’ suoi successivi aumenti anche ali’ infinito non possa 
mai arrivare ad uguagliare L, o, con altre parole, supposto che 
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co’ successivi aumenti di A anche all’ infinito, a, differenza tra L 
e A, successivamente ‘diminuendo e all’ infinito, non possa mai di- 
ventare zero, L si dicedl limite di A. Così nell’equazione del n.°d58 : 

A =: 2Pi — ossia A + — = 2R, la frazione col cre- 

n - n " 

scere di ??, ossia col crescere del numero de’ lati del poligono rego- 
lare, diminuisce, e quindi aumenta ma, quantunque il numero ?i 

dei lati si aumenti alf infinito, e quindi quantunque possa dimi- 

flt 

àK __ 

nuire all’infinito, non si potrà mai arrivare ad avere — o, ne 

mai per conseguenza A ni2R. Adunque 2R è il limite di- ossia 
l’ angolo del poligono regolare, col crescere del numero de’ lati di 
esso poligono, sì avvicina sempre più a 2R, ma non può mai ugua- 
gliare 2R. 

Da queste nozioni, date del limite segue immediatamente che le 
espressioni: L è il limite di A; A non può diventar uguale a L; 
zero è il limile della differenza L — A, indicano la medesima cosa. 
622. I principii, sopra i quali si fondano le dimostrazioni con 
' questo metodo, sono i quattro seguenti: 

d ° Due quantità a, b, ciascuna delle quali è minore di qualun- 
que altra assegnabile quantità^ sono uguali. 

Proposizione evidente; se infatti una qualunque delle due quan- 
. , tità fosse maggiore dell’altra, essa non sarebbe più minore di qua- 
lunque assegnabile. 

2.® Se due variabili uguali A, J?, accostandosi sempre più a 
loro limili Ly L\ si conservano sempre uguali fra di loro, anche 
i loro due, limili L, V devono essere uguali fra di loro. 

Infatti, abbiasi L zz A + a e 

L' zz B + b; sottraendo si avrà: ^ 

L — L’ iz: A — B + a — b; ora, immaginando che A e B si 
accostino infinitamente a’ loro limiti L, L', ciascuna delle differenze 
b diventerà minore di qualunque assegnabile; dunque si avrà 
a — b\ ma per ipotesi anche A iz: B, dunque anche L zz L'. 

5.® Se due fattori A e B hanno per limili L, L\ anche il loro 
prodotto AB deve avere per, limiliì il prodotto de* due limiti LV . 
^ Infatti, se LL' non fosse il limite di AB, si potrebbe avere l’e- 
• quazione: LL' zfi AB, e da questa la proporzione: L : A :: B : L'; 

proporzione, per la quale richiederebbesi che o A e B fossero 
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uguali a L e L', o che almeno uno de’ due termini A o B fosse mag- 
giore del corrispondente termine LoL'; e ijuindi proporzione per 
la quale richiederebbesi , che tutti e due i fattori A e B o almeno 
uno de’ due fattori A o B non avesse per limite il suo corrispon- 
dente fattore L, L', il che sarebbe contro la ipotesi. 

4." I mullipU e i simmullipli del limile di una variabile sono • 
ancora limili de' mullipli e de' summullipli uguali della stessa va- 
riabile. 

Sia L il limite di A, dico che sarà anche: 

Lm limite di Aot e 

— limite di Infatti, se hm e non fossero lìmiti di .Km 
Ht m in 

e di —, seguirebbe che si potrebbero avere le due equazioni: 
in 

hm — Km e 

; e quindi in entrambo i casi la proporzione ; 

L : A m ; ?n-, proporzione, per la quale richiederebbe.si che A 
fosse uguale a L, il che è contro la ipotesi. 

Stabiliti questi generali principii, daremo adesso in tre distinti 
paragrafi le dimostrazioni de’ teoremi , che si riferiscono : i al 
circolo, 2.** al cilindro ed al cono, e 5." alla sfera. 

I* 

§ 1. Circolo. 

623. Il raggio del circolo è il limile delCapolema del poligono 
regolare inscrillo. 

Infatti, CE ~ CD + EI); e ED (cateto del triangolo ED.4) 
sempre minore della corda EA (ipotenusa dello 
stesso triangolo), e questa è sempre minore del- 
l’arco E.\. Ora, col raddoppiare del numero de’ 
lati, l’arco diminuisce sempre più, e diminuisce 

secondo la serie geometrica ~ , - 7 - , per 

2 4 8 

cui può diminuire aU’infmito , senza mai potersi 
ridurre a zero; dunque tanto più la corda di rig. 23 1 . 
esso arco e ancora più la saetta ED , minore di quella corda, po- 
tranno diminuire all’infinito senza poter mai ridursi a zero; duii- 
Geometrta, ec. 13 
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(jue l’apotema CD aumenta successivamente col raddoppiare de’ 
lati del poligono, si avvicina sempre più al raggio CE del circolo, 
ina non può mai diventare uguale a CE; dunque il raggio è il li- 
mite deirapoterna del poligono regolare inscritto, c. s. d. d. 

624. La circonferenza è il limile de' perimetri de' poligoni re- 
golari inscritti e circoscritti. 

Abbiansi i due poligoni regolari simili 
ABCD, LONM, inscritto, e circoscritto; rad- 
doppiando successivamente il numero de’ 
lati dei due poligoni, i loro perimetri si 
avvicinano sempre più alla circonferenza 
(589) e sempre più per conseguenza di- 
minuisce la differenza, che passa tra Tuno 
e r altro di essi perimetri; questa diffe- 
renza sarebbe zero, quando ciascuno 'dei due perimetri fosse ar- 
rivato ad uguagliare la circonferenza. Se dunque si dimostra, che 
la differenza dei due perimetri, quantunque si faccia sempre mino- 
re, col raddoppiare del numero de’ lati e possa diminuire all’ in- 
tìnito e ridursi infinitamente piccola, non può mai ridursi a zero, 
ossia più brevemente, se si dimostra che il limile della differenza 
dei due perimetri è lo zero (621), si avrà anche dimostrato, che 
la circonferenza è il limite de’ perimetri de’ poligoni inscritti e cir- 
coscritti. 

Indichiamo con P, e i perimetri dei due*poligoni, inscritto e 
circoscritto : si ha la proporzione : 

P : p :: PE : PQ e quindi P — /; : P : : PE — PQ i PE ; 

ossia P — p : P ;; EQ : PE, e da questa l’equazione: 

EO 

P — p — V • Ora P, perimetro del poligono circo- 

1 Ju 


*? 5 critto, è una quantità, che va sempre più diminuendo col raddop- 
])iare del numero de’ lati del poligono ; PE, raggio del circolo è 
costante; EO, può diminuire all’ infinito senza mai potersi ridurre a 

zero; dunque anche P • - 77 ^, e per conseguenza P — p, potranno 

1 Ci 

diminuire all’infinito senza ridursi mai a zero, ossia lo zero sarà 
il limite di P — p, ossia la circonferenza è il limite de' perimetri 
de' poligoni inscritti e circoscritti, c. s. D. D. 
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6’25. Il circolo è il limite de' polifjoni inscritti e circoscritti. 

Si dimostra nello stesso modo: indicando con .S e s le aree dei 
duo poligoni, si ha la proporzione; 

S ; s : PiJ^ ; S — s:S — PÒ" ; PÈ^ 

' S— s : S:: PA^— PQ^;PE^S — «: S ÀQ^ : 

AQ^ 

L> . ^ ► 


S, area del poligono circoscritto, col raddoppiare de’ lati diminuisce; 
PE è costante; AO, costantemente minore di EA (perchè la metà 
del Iato del poligono inscritto è minore costantemente del Iato del 
poligono inscritto di un numero doppio di lati), può divenire inlì- 
nitaineute piccolo senza mai ridursi a zero \ dunque lo zero è il li- 


mite di S - 


AQ’ 


e quindi anche di S — s; dunque, l’orca del cir- 


colo è il limile delle aree dei due poligoni, inscritto e circoscritto. 


TEOREMA 


626. I Le circonferenze de' circoli stanno come i loro ra'j'ji. 
Siano due circoli di raggio R, r; indichiamo con C, c le 
loro circonferenze-, e supponiamo che in ciascuno di essi sia in- 
scritto un poligono regolare di un egual numero di lati; indichia- 
mo con Pepi due perimetri de’ poligoni inscritti. Si avrà la pro- 
porzione: 

I* ìì 

P : p R ; r (296) e quindi P ; R :: p : r e l’equazione : -g- = — . 
•Ma C è il limite di P, e c è il limite di p, dunque anche: 

limile di (622. 4.“), e 

R K 

— limite di -S- ; 

r r » 

P p 

ma le due variabili — e — si mantengono sempre uguali, per- 
R r ^ 

chè, supponendo che il numero de’ lati dei due poligoni si raddop- 
pii all’ infinito, la proporzione e l’ equvazione sopra riportate sussi- 
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steranno sempre; dunque saranno uguali anche i due limiti, ossia 

• ~ — (622. 2.^) e quindi si avrà: C : c :: R : r. 

R r / ^ 

627. 2.*^ Le aree rfe’ circoli stanno come i quadrati dei loro 
raggi. 

Indichiamo con A, a le aree dei due circoli e con Q e ^ le aree 
(lei due poligoni; avremo: 

0 : 9 :: R^ : e quindi - , zz ma A, a sono i 

1\ 2 y2 

limiti rispettivamente di 0 e <7, quindi sarà anche 

— limite di ■ e 

R2 R2 

— limile di — 

q* Z ^2 » 

dunque, essendo che le due variabili j—, si mantengono sem- 
pre uguali, essendo cioè che si ha costantemente, qualunque sia il 
numero de’ lati de’ due poligoni regolari simili , zz , sa- 

\ U 

ranno uguali anche i loro limiti; si avrà cioè: zz e quindi 

A : a : : R2 : 

628. 3.® L* area d*un circolo è uguale al prodotto della sua cir- 
conferenza nella metà del suo raggio. 

Essendo C il limite di P, sarà anche : 

R R 

C • — limite di P • —, ma si ha anche 
2 2 • 

A limile di Qj dunque, essendo sempre uguali le due 

variabili 0 e P - (perchè l’area d’un poligono regolare cir- 

coscritto, qualunque sia il numero de’ suoi lati, è sempre uguale al 
suo perimetro nella metà del raggio del circolo inscritto), saranno 

# R 

anche^uguaii 1 loro limiti; per conseguenza si avrà: A zz C • — . 


\ 
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§ 2 . 

Cilindro e Cono. 

6'29. La superficie convessa e il volume del cilindro sono i limili 
delle superficie laterali e de' volumi de' prismi insor itti e circo- 
scrilli in esso cilindro. 

Ammettiamo, siccome evidente (374. l.“), che la superficie la- 
terale e il volume del prisma inscritto sono minori della superficie 
convessa e del volume del cilindro circoscritto ; e che la superficie 
laterale e il volume del prisma circoscritto sono maggiori della 
superficie convessa e del volume del cilindro inscritto. 

Raddoppiando il numero de’ lati del poligono inscritto, base del 
prisma inscritto, si aumentano il perimetro e l’area dello stesso po- 
ligono e per conseguenza, conservandosi sempre la stessa altezza, 
si aumentano nello stesso rapporto la superficie laterale ed il vo- 
lume del prisma inscritto (454. 3.“). 

Raddoppiando il numero de’ lati del poligono circoscritto, base 
del prisma circoscritto , si diminuiscono il perimetro e 1’ area di 
esso poligono e per conseguenza, poiché l’altezza resta sempre co- 
stante, si diminuiscono nello stesso rapporto la superficie laterale e 
il'volume del prisma circoscritto. 

Dunque, raddoppiando il numero de’ lati dei due poligoni, basi 
de’ prismi, inscritto e circoscritto, si diminuisce sempre più la difie- 
renza tra le due superficie laterali e i due volumi dei due prismi. 
E questa diflerenza, diminuendo sempre più successivamente, ten- 
derà sempre verso lo sero, senza poterlo mai raggiungere; sarebbe 
infatti sero, quando fosse zero la differenza fra i due perimetri e le 
due aree dei due poligoni, inscritto e circoscritto ; quindi, siccome 
lo sero è il limite della differenza dei due perimetri e delle due 
aree dei poligoni (624. 625), così pure Io zero deve essere il limite 
della diflerenza delle due superficie e dei due volumi de’ prismi; 
dunque; la superficie convessa ed il volume del cilindro sono i limiti 
delle superficie laterali e de' volumi de’ prismi inscritti e circoscritti. 

Con un ragionamento affatto uguale si dimostra: la superficie 
convessa e il volume del cono sono i limiti delle superficie laterali 
e de’ volumi delle piramidi inscritte e circoscritte. 
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650. 1.® La superficie convessa del cilindro retto è uguale al 
prodotto del suo tato nella circonferenza della sua base. 

Sia R il raggio della base del cilindro retto, L il suo lato o al- 
tezza, P il perimetro del prisma retto inscritto. Si ha; 

Circonfer. R limile P ; quindi anche : 

L • circonf. R ■ //m/Ve L ■ P; ma si ha anche: 

Sup. conv.cil. //w»7eSup. lat. prisma; e le due variabili L • P 
e Slip. lat. prisma sono sempre uguali (440), qualunque sia il nu- 
mero de’ lati del poligono, base del prisma; dunque si avrà anche 
l’eguaglianza de’ limiti , si avrà cioè: 

’ Sup. conv. cil. — L • circonf. R. 

651. 2.® Il volume di un cilindro qualunque è uguale al prodotto 
della sua base nella sua altezza. 

Indichiamo con A l’altezza del cilindro, con R il raggio della 
sua base e con B la base del prisma inscritto. Si ha: 

Circolo R limite di B; dunque anche 
A • Circolo R limite di A B; ma si ha anche: 

Vol.cilind./muVe Voi. prisma, dunque, poiché le due va- 
riabili Voi. prisma e A -.B sono sempre uguali (452), qualunque sia 
il numero de’ lati del poligono , base del prisma , saranno uguali 
anche i loro due limiti; sarà dunque: 

Voi. cilindro = A • Circolo R. , 

652. 5.® La superficie convessa di un cono retto è uguale al pro- 
dotto della metà del suo lato nella circonferenza della sua base. 

Sia R il raggio della base del cono, L il suo lato e P il peri- 
metro della base della piramide circoscritta; l’apotema di questa 
sarà uguale al lato del cono inscritto, cioè, sarà uguale a L. Si ha: 
Circonf. R limile P; e quindi anche; 

■ circonf. R limile — ■ P; ma 
• 2 2 

Sup. conv. cono limile Sup. lat. piramide; dunque, aven- 
dosi sempre le due variabili uguali, cioè, 

Sup. lat. piramide zr ^ ■ P (445), si avrà anche : 

Slip. conv. cono rr ~ ■ circonf. R. 

• 
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G53. 4.“ il volume di un cono è wjuale ni prodo/fo della sua base 
nel terzo della sua altezza. 

Sia R il raggio della base del cono, B l’area della base della pira- 
mide circoscritta, A l’altezza comune del cono e della piramide. 
Si ba : Circolo R ///n«Ye B; dunque anche: 

— • Circolo R limite — ■ B: ma si ha anche: 

3 3 ’ 

Voi. cono limite Voi. piiamide; dunque, essendo costan- 
temente (435) ; 

Voi. pir. = B: sarà anche: Voi. cono — Circolo R. 

3 3 


§ 5. 

Sfera. 

654. Dato un arco di cerchio , inscritta e circoscritta in esso 
due porzioni simili di poligono regolare, se si raddoppia successi- 
vamente e all’infinito il numero de' lati delle due porzioni, dico che: 

l.° La superficie della calotta generata dalla rwoluziotie del- 
l’arco è il limite delle superficie de' solidi generali dalla rivolu- 
zione dei due perimetri delle porzioni di poligono regolare, inscritta 
e circoscritta. 

Sia l’arco AC e le due porzioni simili di poligono regolare ABC, 
FED, le cui projezioni sull’asse 
sono AP, FQ. 

La superfìcie generala dal- 
l’arco AC è evidentemente mag- 
giore della snperfìcie generata 
dalla porzione di perimetro ABC, 
perchè l’arco AC comprende il 
perimetro ABC (574. 4.“). 

Che la superficie generata dal- 
la porzione di perimetro FEl) 
sia maggiore della superfìcie ge- 
nerata dall’arco AC, si dimostra 
nel modo seguente: Kig. J 33 

Condotta fla C la CH perpendicolare al raggio CO si avrà dai 


[I 
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fine trapezii rettangoli RHDQ, lUICP (499): 

Sup. HI) =3 HD ■ 71 (HR + DO), 

Slip. HC =: HC • 7T (HR +.CP); 

ma HI) > HC (M7. l.“) e DQ > CP, dunque: Sup. HD > Sup. HC. 

Ora Sup. FED =: Sup. FEH + Sup. HD e ■ : 

Sup. FEHC = Sup. FEH + Sup. HC; ma 
Sup. HD > ^up. HC, dunque sarà anche : 

Sup. FED > Sup. FEHC. 

•Ma Sup. FEHC > Sup. AC, perchè la spezzata FEHC comprende 
t’arco AC (374. 4."), dunque: 

Sup. FED > Sup. AC. 

Dunque la superficie della calotta generata dall’ arco AC è com- 
presa tra le superficie generate dalle due porzioni di perimetri ABC, 
DEF; resta adesso a dimostrare che la superficie della stessa ca- 
lotta è il limite delle altre due superficie. 

Indichiamo con S, a le due superficie generate da ABC e da 
DEF, si avrà: S = FQ • 2 t:OM; a ~ AP • 2;:OG (o59); dunque; 

S — a “ FQ • 27 tOM — AP - 27 rOG; e quindi: 

S — a =: 27 t (FO • O.M — AP • OG). 

Ora, raddoppiando successivamente il numero de’ lati delle por- 
zioni di poligono regolare , i punti F e I) si avvicinano sempre 
più alla (àrconferenza; FA, DC e per conseguenza anche QP, di- 
ventano sempre più piccoli , cioè il punto F si avvicina sempre 
più al punto A, e il punto 0 «1 punto P; però nè F può mai coin- 
cidere con A, uè 0 con P; quindi AP si avvicina sempre più a FQ, 
nè mai può arrivare ad essere uguale a FQ ; il limite adunque di 
FQ — AP sarà zero, ossia, con altre parole, AP avrà per limite FQ. 
Inoltre OG ha* per limite OM. Se adunque ciascuno dei due fattori AP, 
OG, ha per limite ciascuno degli altri due fattori FQ, OM, ne se- 
gue che anche lo stesso prodotto AP ■ OG avrà per limite l’altro 
prodotto FO • OM (622. 5.°), ossia che zero sarà il limite della diffe- 
renza FQ • OM — .\P • OG, e quindi zero il limite della differenza 
S — s, e finalmente Sup. .\C il limite delle due superficie S, a. 

m 
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635. 2.° Il volume del settore sferico generato dalla rivoluzione 
del settore circolare è il limile de' volumi generali dalla rivolu- 
zione de' due settori poligonali^ inscritto e circoscritto. 

Il volume del settóre sferico generato dal settore circolare AOC 
è evidentemente compreso tra i due volumi dei due solidi generati 
dai due settori poligonali DOFED, AOCBA; si dimostra che n’è an- 
che il limite nel modo seguente: 

Voi. DOrED = ■ Sup. FED (562) 

Ó 

OG 

Voi. AOCBA — - — - Sup. ABC; dunque: 

Voi. DOFED —Voi. AOCB A = (Sup. FED • OM — Sup. .ABC ■ OG) : 

o 

ma zero è il limite della differenza de’ due fattori 

Sup. FED — Sup. ABC, 

e zero è anche il limite della differenza degli altri due fattori 

OM. — OG, 

dunque zero sarà anche il limite della differenza dei due prodotti ; 

Sup. FED . OM — Sup. ABC • OG 
e per conseguenza il limite della differenza 

Voi. DOFED — Voi. AOCBA, 

dunque: il volume del settore sferico è il limite de' volumi dei due 
settori poligonali inscritto e circoscritto. 

TEOREMA 

w 

636. 4.° La superficie di una calotta sferica è uguale al prodotto 
della sua altezza per la circonferenza 'massima della sua sfera. 

Infatti: OM limile OG; dunque anche 

/ 

Circonf. OM • limite circonf. OG ; e quindi si avrà : 

AP - circ. OM • limite AP - circonf. OG ; ma 
Sup. cal. AC • limite Sup. ABC; e si ha costantemente 
Sup. ABC zz AP • circonf. OG (559), dunque si avrà anche : 
Sup. cal. AC ~ AP circonf. OM. 
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637. 2.® La superficie di una zona qualunque è uguale al pro- 
dotto della sua altezza nella circon- 

ferenza massima della sua sfera. 

Sup. Zona BC zr KP • ciré. Oli. i\ n, 

Inralti: \ 

Sup. cal. AC rz AP - ciré. Oli; J 
Sup. cal. AB =; AK ■ ciré. Oli; x. i © 

, Fig. 254. 

dunque: 

Sup. cal. AC — Sup. cal. AB = (AP — AK) circonf. Oli; ossia 
Sup. Zona BC ziz KP circonf. Oli. 

638. '3.® La superficie di una sfera è uguale al prodotto det 
diametro nella circonferenza massima della stessà sfera. 

Infatti , la superficie della sfera si può calcolare siccome la su- 
perficie di una zona d’altezza uguale al diametro, e per conse- 
guenza si avrà la sua misura, moltiplicando lo stesso diametro per 
la circonferenza massima : Sup. sf. Oli =: AL ■ circonf. Oli. 

639. 4.® Il volume di un settore sferico è uguale al prodoilo 
del Icrz-o del raggio della sfera nella superficie della sona corri- 
spondente. 

Infatti (Fig. 253): Sup. AC limite Sup. FED; dunque 

- Sup. AC - limite • Sup. FED ; ma 
Voi. sett. kC-lmite Voi. sol. DOFED , e si ha co- 
stantemente Voi. sol. DOFED = ■ - Sup. FED (362), dunque si 

avrà anche: 

Voi. sett. AC zr — — - Sup. AC. 

Per un altro settore qualunque MOC (Fig. 254), il cui raggio non 
si trova nel diametro di rivoluzione, si dimostra ugualmente: 


Voi. seti. AOC zz 


Sup. AC. 


Voi. sett. AOM zz 


Sup. AM; dunque: 


Voi. sett. AOC — Voi. sett. AOll zz 


(Sup. AC — sup. All), 


ossia ; Voi. sett. MOC zz 


Sup. MC. 


f 
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640. 5.° Il volume di una sfera è uguale al prodotto del terzo 
del raggio nella superficie della stessa sfera. 

Calcolata la sfera siccome un settore sferico generato dalla ri- 
voluzione del settore circolare uguale al semicircolo AGL, si avrà 

il suo volume dal prodotto • Sup. AGL; ma sup. AGL è la 

superficie della sfera, dunque; 

Voi. sfera O.M = — ^ - Sup. sfera OM. 

641. Scolio 1.“ I teoremi che risguardano gli archi, i settori di , 
circolo, il tronco di cono, anche con questo metodo si dimostrano 
nello stesso modo, che abbiamo indicato nel metodo di esauslio- 
ne (607. 608. 612. 615). 

642. Scolio 2.” Confrontando questo metodo con quello di csau- 
stione e coll’altro di approssimazione.^ che abbiamo adottato in que- 
sto Trattato, vedesi subito che: 

Con queUo di approssimazione la conclusione. è: i risultali non pos- 
sono differire da’ veri, che di una quantità minore di qualunque 
assegnabile; dunque si possono calcolare i veri; con quello di esau- 
stione invece si conchiude: i risultali non possono essere nè nuig- 
giori, nè minori dei veri; dunque sono i veri; finalmente con quello 
de’ limiti si conchiude ; i risultati sono i veri. Il primo de’ me- 
todi ha il pregio della semplicità e brevità; ma non dimostra con 
rigore geometrico; il secondo conchiude solamente con dimostra- 
zione indiretta; il terzo è il solo che dimostra direttamente \o ve- 
rità di quelle proposizioni; dunque è quello, che dovrebbe essere 
preferito. 


III. 

TEOREMA 

645. 1.® Di tutte le figure isoperimetre, il circolo racchiude la 
massima area. 

2.® Di tulle le figure d'ugual area, il circolo ha il minimo pe- 
rimetro. 

% 

1.” La prima parte di questo teorema si dimostra mediante le 
proposizioni seguenti; 

I. Una figura con un dato perimetro non può racchiudere 
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un'area illinùlala. Proposizione evidente dalla definizione stessa di 
figura. * 

II. L’area rinchiusa da un dato perimetro deve avere un maxi- 
mum di grandezza. Proposizione, che deriva dalla proposizione pre- 
cedente. 

III. Una figura massima di tutte le iso- 
perimetre, deve essere convessa. 

Supponiamo una figura qualunque ACBDA, 
che abbia fa parte ADB rientrante; unito A 
con B, e facendo girare la ADB intorno AB, 
si avrà la figura ACBD' A , isoperimetra 
con ACBDA e maggiore di ACBDA; dun- 
que ACBDA, non può essere massima. 

Fig. 255 . IV. Qualunque retta, che divide in due 

parti uguali il perimetro di una figura massima di tutte le tso- 
perimetre, deve dividere anche in due parli uguali l’area di essa 
figura. 



— Sia la retta AB, che divide il perimetro 
AMBNA in due parti uguali AMB, ANB; 
fi' se anche le due aree, rinchiuse da que’ 

^ L due semiperimetri e dalla AB, non fossero 

^ • j uguali, se, per esempio, l’area ANBA fosse 

\ / maggiore dell’area AMB.A, facendo girare 

ANB sopra AB, si potrebbe ottenere la fi- 
gura ANBN'A, la quale sarebbe isoperime- 
Fig. 236 . tra con AMBNA, e la quale avrebbe la sua 

area maggiore dell’area di AMBN.A; dunque AMBNA non sarebbe 
la massima delle, isoperimetre, contro la ipotesi. 

V. Vedremo più avanti che la figura massima delle isoperimetre, 
essendo il circolo, viene divisa in due parti simmetriche dalla retta, 
che divide il suo perimetro in due parti uguali. Ma intanto, risul- 
tando dalla stessa costruzione fatta che AN'B è simmetrica di ANB 
per rapporto alla AB, e che l’area AN'BNA è eguale all’area AMBNA, 
possiamo stabilire; una figura massima delle sue isoperimetre può 
essere cangiata in una figura equivalente, divisibile in due parti 
simmetriche per rapporto ad una retta, che divide il suo perime- 
tro in due parli uguali. 

VI. Di tutti i triangoli, che si possono coslrurre con due rette 
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date AB, BC e con una terza qualunque, il massimo è quello, nel 
quale le due rette date sono unite ad angolo retto, ABC. 

Fatto centro in una estremità di una delle due rette date, per 
esempio in B, con raggio uguale al- 
l’altra retta data BC, si descriva un 
circolo; presi sopra la circonferenza 
i puntile, C", C'".... e uniti questi 
con A e con B, si avranno i triangoli 
ABC, ABC, ABC", ABC'"..., i quali 
tutti saranno formati colle due rette 
date AB, BC; basta solamente osser- 
var» la figura per vedere, che di tutti 
que’ triangoli il massimo è ABC, nel quale, essendo BC perpendicolare 
ad AB, l’altezza è la stessa BC, cioè il raggio del circolo; mentre 
ciascuno degli altri, avendo la stessa base AB, ha per altezza una 
ordinata al diametro, la quale è sempre minore di BC, cioè minore 
del raggio, che, siccome è noto, è la massima ordinata. 

V'^ll. Una figura massima delle sue isoperimelre, deve essere un 
circolo. 

Sia la figura A.MBN massima delle sue 
isoperimetre, e divisa in due parti simme- 
ti iche (prop. V.®) per rapporto alla AB; dico 
che tutti i punti della AMB, e i simmetrici 
di quelli nella ANB, devono essere punti di 
una circonferenza, della quale il diametro 
è la AB. 

Infatti , prendansi un punto qualunque AI 
e il suo simmetrico N; se questi due punti 
non sono punti d’una circonferenza di diametro AB, uniti essi punti 
con A e B, i due angoli AMB, ANB non sono retti. In tale ipotesi, 
senza toccare i segmenti AOM, MPfì, BRN, AQN, e per conseguenza 
senza alterare il perimetro AMEN, si potranno rendere retti que’ 
due angoli, facendo solamente muovere le rette AM, MB intorno 
a M, ed ugualmente le rette AN, NB intorno N, e per conseguenza 
variando solamente di una quantità uguale per entrambe la lun- 
ghezza della AB, che chiude que’ due angoli. Con questa operazione 
i triangoli AMB, ANB diventeranno maggiori, (prop. VI.*) diventerà 
per conseguenza maggiore anche l’area rinchiusa dal perimetro 




Digitized by Google 



GEOMETRIA 


^238 . 

AMENA, area di cui essi sono una parte; e E area stessa AMENA 
non sarà massima, contro la ipotesi. 

‘2.® La seconda parte del teorema si dimostra facilmente ragio- 
nando cosi. Sia un circolo qualunque di area A, ed un’altra figura 
qualunque B ecfuivalente al circolo. La circonferenza di A non può 
essere uguale al perimetro di E, perchè in tal caso si avrebbe an- 
che A > B. — La circonferenza di A non può essere maggiore del 
perimetro di B, perchè, costrutto un circolo di area D, la cui cir- 
conferenza fosse uguale al perimetro di B, si avrebbe D > B; 
ma A > D, dunque, tanto più, A > B. Dunque la circonferenza di A 
deve essere minore del perimetro di B. 

» • « 

TEOREMA 


644. i.° Di tutti i poligoni isoperimetri e di ugual numero di 
lati il poligono regolare è il massimo. 

2.*^ Di due poligoni isoperimelri è maggio*'e quello, che ha un nu- 
mero di lati maggiore, 

5.® Di tutti i poligoni di ugual area e di ugual numero di lati, il 
poligono regolare ha il perimetro minimo. 

La prima parte di questo Teorema viene dimostrata dalle se- 
guenti proposizioni : 

I. Dati due punti qualunque C, D, situati dalla stessa parte di 
una retta AB, e preso sopra di questa un terzo punto M, tale che sia 
l’angolo CMA zz DMB, dico che sarà amhe CM + MD < CN + ND, 
essendo N un altro punto qualunque preso sopra la stessa AB. 

Infatti, abbassatala CO, perpen- 
dicolare alla AB, e prolungata di 
OH zi: co , unito H con M e N, si 
avrà: 

HM = CM e HN iz CN(ili. ì.^). 

1 due triangoli , equilateri fra di lo- 
ro, CMO, OMH, sono uguali; dun- 
que, l’angolo CMO = OMH , e quin- 
Fig. 259. di, essendo per ipotesi CMO zi DMB, 

si avrà anche: OMH zi DM E; dunque le due rette HM, MD sono 
in una stessa direzione e formano una retta sola HD. 
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Ora, nel triangolo DHN si ha: HI) < HN + ND, ossia . 

HM + MI) < HN + NI), ossia finalmente: CM + MD < CN + ND. 

C. S. D. D. 

IL Di lutti i triangoli, che si possono costrurre sopra una retta 
data AB, come base, e con altre dm rette, delle quali è data la 
somma, il massimo è V isoscele, cioè quello, nel quale t due lati AE, 
EB, formali con la data somma, sono uguali. 

Infatti, si conduca la CD parallela /?H 

alla AB; essendo AE = EB per ipo- c jE. /» ^ 

tesi, si avrà l’ angolo EAB zz EBA, e 
per conseguenza anche V angolo 
CEA zi: deb ; 

dunque, preso un punto qualunque H 

« 

sulla CD, si avrà sempre: 

•AH + HB > AE + EB (Prop. I) 

e quindi maggiore della data somma. 

Se il punto qualunque H' si prende sopra la CD, si avrà : 

X H'A + H' B > AH + HB, e quindi, tanto più: 

H'a + H' B > AE + EB. 



Fig. 260. 


Vedesi adunque che il punto, dal quale, condotte le due rette 
a’ punti A, B, si può avere una somma uguale a AE + EB, e quindi 
un triangolo isoperimetro con AEB, non può prendersi che sotto la 
CD. Sia, per esempio, H", un punto tale, che si abbia 

H"A + H''B iz: AE + EB. 

In questo caso vedesi subito che il triangolo AEB è maggiore di 
AH"B, perchè ha la stessa base e l’altezza maggiore. Dunque il trian- 
golo isoscele AEB è il massimo di tutti gli isoperimetri costrutti so- 
pra la stessa base AB. c. s. D. d. 

IV. En poligono qualunque, che non ha tutti i suoi lati uguali, 
non è il massimo degli isoperimetri aventi un ugual numero di lati. 

Sia il poligono ABCDE #e sia, per esempio, 

AB<BC; condotta la diagonale AC, il poli- 
gono resta diviso nelle due parti ACDE e ABC. 

Formato sopra AC il triangolo isoscele AMC, 
in modo che sia AM + MC =: AB + BC, si 
avrà: triangolo AMC > ABC ( Proposiz. IH ) ; 
dunque anche poligono AMCDE > ABCDE; ora 26 1. 
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AMCDE^ è isoperimetro con ABCDE , ed ha un numero uguale di 
lati; dunque, vedesi che supposto un solo lato AB < BC, si può 
costrurre un poligono maggiore, e quindi si conchiude che ABCDE 
non può essere il massimo. 

V. Di tutti i poligoni rinchiusi dagli stessi lati il massimo è 
quello, al quale può essere circoscritto un circolo. 

Siano i due poligoni ABCDE, ahcde, i di cui lati siano rispettiva- 
mente uguali,' e al primo di essi sia circoscritto un circolo; dico 
che: ABCDE > cròci/e. 



Infatti, si trasportino i segmenti circolari AFB, BGC, CHD... sul 
piano della figura ahcde e sopra i lati corrispondenti ah, he, cd.... 
come vedesi nella figura; si avrà la figura afhgchdlem, la quale 
sarà isoperimetra con AFBGCHDLEM; ma questa è un circolo, 
dunque si avrà: AFBGCHDLEM > afhgchdlem (643. i.°) e per 
^ conseguenza, togliendo da entrambo le parti. i segmenti uguali, 
anche : 

ABCDE > ahcde. c. s. D. D. 

VI. Se adunque il poligono per essere massimo deve avere tutti 
i suoi lati uguali (Proposizione IV), e se deve essere inscrittibile 
in un circolo (Proposizione V ), essendo <>he queste due condizioni 
sì verificano solamente nel poligono regolare, si conchiude: di 
tutti i poligoni isoperimetri, aventi un egual numero di lati, il 
poligono regolare è il mmsimo. 

2.® La seconda parte del Teorema si dimostra brevemente nel 
modo seguente. 

% 
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Sia l’esagono regolare ABCDEF; preso j\ fi • n 

un punto qualunque G sopra uno de’ / ” \ 

suoi lati, si potrà considerare il poligono / \ 

regolare, come un poligono irregolare 

di 7 lati, nel quale i due lati AG, GB \ / 

formerebbero un angolo di 180”. Ma il \ / 

poligono regolare ìsoperimetro di 7 lati \ / 

è maggiore dell’irregolare AGBCDEF, ® a» 

dunque il poligono regolare di 7 lati è Fig. jg3. 


anche maggiore del poligono regolare Ìsoperimetro di 6, uguale a 
AGBCDEF. ■ 

5.° La terza parte del Teorema, si dimostra ragionando, come ab- 
biamo fatto nella seconda parte del Teorema precedente. 

PROBLEMI 

DA RISOLVERSI MEDIANTE COSTRUZIONE GEOMETRICA. 

4. Per un punto dato condurre una retta ugualmente distante 
da due punti dati. 

'2. Da due punti dati condurre ad uno stesso punto di una retta 
due rette, in modo che facciano con questa due angoli uguali. 

5. Determinare la strada, che deve seguire una palla di bigliardo 
per incontrare la palla dell’avversario, dopo di aver toccata una 
sponda, o due sponde, o tre sponde, o quattro sponde. 

4. Per un punto dato, condurre una retta, la quale formi due an- 
goli uguali con due rette date. 

5. Dati due angoli d’un triangolo, trovare il terzo. 

6. Dati due lati e l’angolo opposto ad uno di essi lati, costrurre 
il triangolo. 

7. Dato un lato, l’angolo opposto, e la somma degli altri due 
lati, costrurre il triangolo. 

8. Dato un lato, l’angolo opposto e la differenza degli altri due 
lati, costnirre il triangolo. 

9. Data la ipotenusa ed un angolo acuto costrurre il triangolo. 

40. Dato un lato, una diagonale ed un angolo, costrurre il. pa- 
rallelogramma. 

Ooonielria t ec, 16 
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H. Date. le due diagonali, costrurre il rombo. 

42. Data la base d’un triangolo isoscele, e l’angolo al vertice, 
costrurre il triangolo. 

43. Date le due diagonali ed un lato, costrurre il parallelogramma. 

44. Data una diagonale e un angolo, costrurre il rombo. * 

43. Dividere un triangolo in 2, 3, 4.... parti equivalenti, me- 
diante rette condotte da uno de’ suoi vertici al lato opposto. 

46. Dividere un triangolo mediante una retta condotta da un 
angolo al lato opposto in due parti, che abbiano lo stesso rap- 
porto de’ due lati, che formano l’angolo. 

47. Dividere un rettangolo in tre parti equivalenti, mediante due 
rette condotte da uno de’ suoi vertici. 

48. Per un punto, situato dentro di un angolo dato, condurre una 
retta, la quale Sia divisa in quel punto in due parti uguali. 

49. Trovare un punto dentro un triangolo tale, che unito co’, 
vertici, resti il triangolo diviso in tre parti equivalenti. 

20. Costrurre un rettangolo equivalente ad un quadrato, e colla 
base doppia dell’altezza. 

24. Dato un segmento della ipotenusa e la perpendicolare abbas- 
sata dall’angolo retto sopra la stessa, costrurre il triangolo. 

22. Dato un cateto ed il segmento adiacente, costrurre il trian- 
golo. 

23. Dato un angolo acuto e la perpendicolare abbassata dall’an- 
golo retto sopra la ipotenusa, costrurre il triangolo rettangolo. 

24. Inscrivere un quadrato in un triangolo. 

25. Inscrivere in im triangolo il massimo rettangolo. 

26. Dividere un quadrilatero qualunque in due parti equivalenti, 
mediante una retta condotta da uno de’ suoi angoli. 

27. Conoscendo'! tre angoli d’un triangolo e il suo perimetro, 
costrurre il triangolo. 

28. Per un punto dato sopra il lato di un triangolo condurre 
una retta, in modo che divida il triangolo in due parti, aventi un 
dato rapporto fra loro. 

29. Datala ipotenusa e la perpendicolare abbassata dall’ angolo 
retto, costrurre il triangolo. 

30. Dati i due segmenti dell’ ipotenusa, costrurre il triangolo. 

31. Costrurre un rettangolo equivalente ad un dato quadrato e 
i di cui lati siano uguali ad una data somma. 
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5‘2. Costrurre un rettangolo equivalente ad un dato quadrato e 
i di cui lati sieno uguali ad una data ditTerenza. 

53. Trovare unrf linea uguale alla radice quadrata di un numero 
dato. 

34. Inscrivere un circolo in un rombo. 

35. Circoscrivere un circolo ad un dato rettangolo. 

36. Costrurre un triangolo, conoscendo un lato e il circolo in- 
s*critto. 

57. Par passare una circonferenza di raggio dato per due punti 
dati. 

38. Descrivere una circonferenza, che passi per un punto dato, ' 
e sia tangente ad una retta data. 

39. Descrivere una circonferenza, che passi per due punti dati, e 
sia tangente ad una retta data. 

■40. Descrivere una circonferenza tangente ad una circonferenza 
data e ad una retta data in un punto dato. 

41. Descrivere una circonferenza tangente ad una retta data e 
a un punto dato di «una circonferenza data. 

42. Conduire una tangente a due circoli. 

43. Per un punto preso fra due rette parallele condurre una 
circonferenza tangente alle due rette. 

44. Per un punto preso fra due rette convergenti far passare 
una circonferenza tangente alle due rette. 

43. Dato un punto dentro un circolo, far passare per-esso la- mi- 
nima corda. 

46. Data l’altezza e gli angoli alla base d’un triangolo isoscele, 
costrurre il triangolo. 

47. Data la base, l’altezza e l’angolo opposto alla base, costrurre 
'il triangolo. 

48. Costrurre un quadrato approssimativamente equivalente ad 

un circolo doto. • ■ 

49. Descrivere un circolo equivalente alla somma o alla diflfe- 
renza di due circoli dati. 

30. Dati due archi di raggio uguale, trovare geometricamente 
il loro rapporto. 
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. da' sciogliersi mediante equazione. 

1. Dati i tre lati di un triangolo e la distanza di uno de’ suoi 
angoli al lato opposto, trovare le distanze degli altri due angoli ai 
lati loro opposti. 

2. Data Tarea di un rettangolo e la differenza de’ suoi due lati, 
trovare essi lati. 

3. Data l’area di un rettangolo e la somma de’ suoi due }ati, tro- 
vare essi lati. 

4. Dato il lato di un triangolo equilatero, trovare la sua area e 
viceversa. 

5. Data l’area e il perimetro di un triangolo rettangolo, calco- 
lare ciascuno de’ suoi lati. 

6. Determinare la ipotenusa di un triangolo rettangolo, di cui 
sono conosciuti il perimetro e un cateto. • ■ 

7. Dati i tre lati di un -triangolo, calcolare i.° la projezione di 
uno di essi sopra un’altro; 2.° l’altezza del triangolo; 3.® l’area 
del triangolo. 

8. Date le due diagonali ed un lato di un parallelogramma, cal- 
colare l’altro lato. 

9. Dato Un quadrato, trovare il lato del triangolo equilatero equi- 
valente. 

dO. Dati due lati d’un triangolo e la retta, che unisce il mezzo 
del terzo lato coll’angolo opposto, trovare il terzo lato. 

i\. Data la differenza tra la diagonale ed il lato di un qua- 
drato, calcolare l’area del quadrato. 

42. Dato il valore delle due diagonali, trovare il lato del rombo. 

43. Data l’area e la diagonale di un rettangolo, calcolare il va- 
lore de’ suoi due iati. 

44. Data l’area e il lato del rombo, trovare le due diagonali. 

45. Data l’area e l’altezza d’un triangolo isoscele, trovarne i 
lati. 

46. Calcolare l’area di un poligono qualunque, nell’ interno del 
quale non si può penetrare. 

47. In un triangolo equilatero trovare il valore costante della 
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somma delle tre perpendicolari abbassate da un punto qualunque 
interno sopra i tre lati. 

'IS. Data la diagonale di un quadrato, trovare Karea di esso, 

19. Date le a’'ee di due poligoni simili ed un lato del primo, 
Irrogare il lato omologo del secondo. 

20. Dividere un triangolo in 2, 3, 4.... parti uguali, per mezzo 
di rette condotte da’ punti di un lato parallelamente ad un altro 
lato. 

•*21. Dati due quadrati, due figure simili, due poligoni qualunque, 
trovare il rapporto delle loro aree espresso mediante due rette. 

22. Dati i due lati paralleli e l’altezza di un trapezio, calcolare 
la superficie del triangolo intiero, e del piccolo triangolo formato 
dal prolungamento de’ lati non paralleli. 

23. In un triangolo alto S"" si è condotta alla distanza di ò "' 
dalla base una parallela alla base stessa e si è ottenuto un trape- 
zio dell’area di 27" ’i-, calcolare i due Iati del trapezio. 

24. L’area di un trapezio è di -15™ *i , la sua altezza è di 3“ ; la 
diflerenza de’ lati paralleli è 6"; calcolare i due lati paralleli. 

25. ’Costrurre un rettangolo dell’area di 120" nella quale l’ al- 
tezza sia della base.* 

7 

26. Determinare una retta uguale ad una retta data moltipli- 
cata 0 divisa per la radice quadrata d’un numero dato. 

27. Dati i due segmenti, calcolare l’area del triangolo rettan- 
golo. 

28. Trovare un rettangolo quarto proporzionale dopo tre rettan- 
goli dati. 

29. Trovare il lato della figura simile ad una data figura ed 
equivalente ad una terza figura parimenti data. 

30. Conoscendo la somma della base e dell’altezza di un trian- 

* 

golo isoscele inscritto fn un dato circolo, calcolare la base e l’ al- 
tezza dello stesso. 

31. Dato il raggio d’un circolo calcolare dalla formula del nu- 
mero 331 il lato del triangolo equilatero e del pentagono regolare 
inscritto. 

32. Dato il raggio del circolo circoscritto, calcolare il raggio del 
circolo inscritto nel triangolo equilatero, nel quadrato, nel penta- 
gono regolare e viceversa. 
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55. Dato il lato del triangolo equilatero, del quadrato, del pen- 
tagono regolare, calcolare i raggi de’ circoli inscritti e circoscritti. 

54. Calcolare l’area di un dodecagono regolare inscritto in un 
circolo di 0“,12 di raggio. 

55. Il lato dell’ottagono regolare è di 5”, 5, calcolare la sua ^ea*. 

56. L’ area di un pentagono regolare inscritto in un circola è 
di 54“ *!•; Calcolare l’area del poligono regolare simile circoscritto 
allo stesso circolo. 

57. Dividere la superficie di un circolo in un numero qualun* 
que di parti equivalenti, mediante delle circonferenze concentriche. 

58. Data l’area dell’esagono regolare, calcolare il lato. 

m 

59. Con quanti e quali poligoni regolari di una sola specie, di 
due specie, di tre specie, si può coprire una 'superficie data. 

40. Calcolare l’area d’iin poligono qualunque, circo.scritto ad 
un circolo di raggio dato, essendo conosciuti i lati di esso poligono. 

4d. Dato il raggio di un circolo e le lunghezze di due archi com- 
])resi fra le due estremità di due corde, che si tagliano, calcolare 
1’ angolo da esso formato. 

42. Data la ragione de’ raggi di due circoli, e quella di due an- 
goli in essi inscritti, determinare la ragione delle lunghezze de’^ue 
archi. 

45. Si calcoli il minimo perimetro necessario per chiudere un’a- 
rea di 5®, 358. 

44. Si calcoli la massima area chiusa da un perimetro di 38®*, 25“ . 

45. Si calcoli la ditferenza delle aree rinchiuse dal triangolo 
equilatero e dal circolo, aventi entrambi il perimetro di 48“,59. 

46. Un pentagono regolare ed un circolo chiudono entrambo 
un’ area di 28“ si calcoli la differenza de’ loro perimetri. 

47. Tagliare una piramide in due parti con un dato rapporto, me- 
diante un piano parallelo alla base. 

48. Dato il volume di un tetraedro regolare calcolare il suo spi* 
golo e la sua superfìcie totale. 

49. Formare un parallelepipedo rettangolo di un dato volume e 
di cui gli spigoli stieno fra loro in un dato rapporto. 

.dO. Dato T apoterna della base e l’altezza di una piramide pen- 
tagono regolare, calcolare la sua superfìcie, e il suo volume. 

5U Formare una piramide retta quadrangolare di un dato vo- 
lume, e nella quale lo spigolo abbia coll’altezza un dato rapporio. 
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52. Sopra una base data costrurre un tronco di pfraniide di vo- 
lo me e di altezza data. • . 

55. Data l’ altezza e la superficie convessa di un cilindro retto, 
o rattezza e il volume di un cilindro qualunqne, trovare il raggio 
* della base. 

54. Data rattezza e irraggio di un cono retto, calcolare la sua 

superficie. . . ; * . , . 

55 . Dato un còno retto, .trovate fampiezza dell’arco del settore 

» 

equivalente alla sua superficie.!, j : j 

56. Dato un settore circolare trovare it raggio' del cono retto,* la 
cui superficie convessa è equivalente ad ' esso settóre. 

57. Calcolare la lunghezza della diagonale di uri patallelepipedo 
rettangolo, di cui sono conosciuti i lati. 

58. Costrurre un cubo di volume doppio di un cubo dato, e sta- 
bilire il rapporto fra i due Iati dei due cubi. 

*69. Dividere un tronco. di piramidé'con un. piano parallelo alle 
-due basi' in due parti, aventi fra loro un dato rapporto. 

60. Si vwol costrurre un litro della forma di un vaso cilindrico; v 
nel quale 1’ altezza sia doppia; del diametro della base; si domanda 

11 raggio .'della base e 1’ altezza di esso vaso. . • 

61. Un piano, tagliando una sfera di 15 decimetri di raggio, forma 

un circolo di 12 decimetri di raggio; calcolare la distanza di esso 
circolo dal centro. ’ v 

62. Dividere la superficie della sfera in- parti uguali per mezzo 
di poligoni sferici regolari, uguali, e. tutti della stessa specie. 

63. Data la superficie di una sfera calcolare il suo volume. 

64. Gli angoli di un triangolo sferico sono: uno di' 48®, *18'; l’al- 

tro' di 63®, i2'; il terzo di 73°, -24'; il raggio della sfera è 0“,19; 
calcolare la superficie di esso triangolo. . . • 

65. Calcolare la superficie ed il volume di un fuso e di uno 
spicchio sferico, de’ quali l’arco ha l’ampiezza di 35®, e la lunghezza 
di 25". 

66. Della massa di una sfera di raggio 0™, 34, si sono formate 

12 sfere uguali; calcolare secondo quale rapporto si è accresciuta 
la superficie delle 12 sfere in confronto della sóla. 

67. In quale rapporto sono i volumi di un cono, di una sfera, 
dLun cilindro dello stesso r-aggio e dello stesso asse. 
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68. Trovare il raggio di una sfera equivalente ad un cubd, o ad 
un cilindro, o ad un cono dati. 

69. Trovare il raggio d’una sfera equivalente alla somma o alla 
differenza di due sfere date. 

70. Trovare il raggio del circolo equivalente alla superficie di 
una zona sferica di data altezza. 

74. Qual è il peso di una sfera di raggio 0”, 3i, la quale si 

immerge nell acqua fino a 0®, 28 del suo raggio. 

« 

72. Si calcoli il raggio di una sfera inscritta in un esaedro re- 
golale del volume di 8® '- ^ 

73. Si calcoli il raggio della sfera circoscritta a un . dodecaedro 
regolare del volume di 45“ 

74. Si calcoli il raggio della sfera inscritta in un ottaedro rego- 
lare della superficie di 32“ ‘J- 

75. Si calcolino la superficie e il volume di un dodecaedro rego- 
lare inscritto in una sfera di raggio 0“ , 54. 

• 76. Si calcolino la superficie e il volume di un ottaedro rego- 
lare circoscritto ad una sfera di raggio 0“, 25. • 

77. Si calcolino la superficie e il volume di un icosaedro re- 
golare, il cui lato è 0“, 40; e i raggi della sfera inscritta e cir- 
coscritta allo stesso poliedro. 

78. L’apotema del pentagono regolare è di 0“ ,38 ; calcolare le 
superficie e i volumi del dodecaedro e della sfera in esso inscritta. 

.79. II raggio del circolo circoscritto al triangolo equilatero è 
di 0'",38; calcolare la superficie ed il volume del tetraedro e della 

sfera ad esso circoscritta. 

% 

80. Un bacino della forma di un segmento sferico ad una base 
è alto 0”,25; il raggio della sua* base è di 0“,30, quanti litri 
d’acqua contiene. 
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HI. Il circolo è la massima delle figure isoperimetr.e . » i3Lì 

H poligono regolare ù la massima delle ligure iso- 
perimclrc di cgual numero di lati 


/Vfjf, 67 Un. nlt. dogli archi commensurabili leggi degli» arohi incommensurabili 


- 89 . i<«, BC = 2 V^CE^; BC = CE 2 

> IH e Z6 simmetrici ì'npporlo ad un piano » 

• 131 * 13 DF, IM sono uguali e paralleli ( )» 

• 190 » 27 proporzionale tra AC e AB • 


BC='^2CE^; BC = CE V 2 . 

simmetriciper rapporto ad unpiano 
DF, CB sono uguali e paralleli (3 7 5) 
proporzionale tra AC c CB . . , 


.SU. Il teorema a pag, 114 fu per sbaglio collocato in quel luogo; deve invece essere 
••ullocato a pag. 126. dopo il n, 406. 
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Quesito LI Definizioni. COTpo geometrico Dimensioni dei 
corpi Superficie Linea (6), Punto (7), Linea retta (9). 
Quanti punti sono necessari per determinare una linea retta (iO). , 
Linea curva (12). Superficie" piana (15). Superficie curva (14). 
Posizione rispettiva di due rette. Rette parallele (1^ Angolo (18). 
Sue specie (20). Rette perpendicolari (22). Obblique (25). Proprietà 
degli angoli adiacenti (92). Proprietà degli angoli opposti al ver- 
tice (94). Figura piana (27). Sue specie (28). Poligono (29). Sue 
specie (50). Poligoni convessi (48). Diagonale (47). Quante diago- 
nali si possono condurre in un poligono convesso (49). 

Quesito 2.^ Circolo. Definizione (51). Centro del circolo (55). 
Raggio (54). Diametro (50). Corda (55). Saetta (59). Segante (62). 
Tangente (65). Circonferenza (52). Arco di circolo (57). Qua- 
drante (58). Settore circolare (60). Segmento circolare (61). An- , 
golo al centro (64). Angolo inscritto (65). Angolo circoscritto (66)' 
Poligono inscritto (67). Poligono ■ circoscritto (68). Circoli concen- 
trici. I circuii clic hanno il loro centro in uno slos&o punto. Corona circolare. 

I.a parie di circolo rinchiusa fra «lue circonferenze concentriche. Circoli tangenti. 
l' circoli, le cui circonferenze si toccano in un solo punto. Divisione della circOIl- 

ferenza (255). ' ^ 

Quesito Triangolo (-50). Classificazione dei triangoli (51). 
Nomi dei lati del triangolo rettangolo (55), Condizioni necessarie 
perchè due triangoli siano uguali fra loro (97. 98 101). 

Quesito 4, Dividere un angolo in due parti uguali (106). Divi- 
dere una retta in due parti uguali (107). Innalzare una perpen- 
dicolare in un punto dato di una retta data (108). Abbassare una 
perpendicolare da un punto dato sopra una retta data (109). 
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Quesito Quali sono le proprietà principali di un triangolo iso- 
scele (112). Qual è l’angolo maggiore in un triangolo scaleno (113). 
Misura della distanza di urr punto da una retta (118. 119). Obbli- 

que tirate da uno stesso punto ad una retta (118. 2.° 5.”). 

Quesito 6*^ Rette parallele (^ — 17). Denominazione degli an- 
goli formati dalla segante di due parallele (2a). Quali di questi an- 
goli sono uguali fra di loro. Quali sommati a due a due sono 
uguali a due retti. Come si conosce il parallelismo, di due rette 
(123. 124. 123. 126.). Condurre per un punto una parallela ad una 
retta data (1 75). 

Quesito Valore della somma degli angoli di qualsivoglia 
triangolo (130). Relazione tra l’angolo esterno di un triangolo e 
gli altri angoli non adiacenti. (32. 3i 131. 132). Valore della 
. somma de’due angoli acuti di un triangolo rettangolo (134). Va- 
lore della somma di tutti gli angoli •interni di qualunque poligono 
convesso (137). 

Quesito ^ Parallelogrammi (^ — 40). Proprietà principali dei 
parallelogrammi (140). Proprietà del rombo (141). Costrurre un 
parallelogramma, dati i due lati contigui di esso e l’angolo com- 
preso fra i medesimi (179). Co.strurre un rettangolo, dati i due 
lati (180). Costrurre un quadrato sopra una retta data (181). 

QuESlTCr 9. Principii fonflamenlali p^r la ?nisiira delle aree. 
Trovare la misura comune di diié rette date (79. 80). Che cosa è 
l’area di una figura (72). Figure uguali (74). Equivalenti (76). 

. Altezza d’ un triangolo (42); d’un parallelogramma (43); d’un tra- 
pezio (44). Qual è l’unità di misura delle aree (73). Ragione di due 
parallelogrammi, 'che hanno la stessa base o la stessa altezza 
(149. 150). Ragione di due parallelogrammi, che hanno basi ed al- 
tezze differenti (151. 152). 

Quesito 10.° Misura delle aree. Misara dell’area di un rettanr- 
golo (154); d’un parallelogramma (143. 136); d’un triangolo qua- 
lunque (146. 157). Di un trapezio (147. 148. 138). Di un poligono 
qualunque (159). Di un poligono regolare (286. 292). Del circolo 
(323); di un settore circolare (338); del segmento circolare (339); 
della corona circolare (340). 

Quesito 11.° Quadrali. A che cosa è equivalente il quadrato co- 
strutto sulla somma o sulla differenza di due rette (1 61 . 162. 163). 
In ogni triangolo rettangolo il quadrato dell’ipotenusa è equivalente 
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alla somma dei quadrati de’ due cateti (165). Trovare il valore del- 
r ipotenusa di un triangolo rettaUgolo quando se ne conoscono i 
due cateti (169). Trovare il valore di un cateto, quando si cono- 
scono r ipotenusa e l’altro cateto (170). Ragione della diagonale 
al lato del quadrato (171). 

Quesito Figure equivalenli. Come si costruisce un ‘paral- 
lelogramma equivalente ad un triangolo dato (182). Come si tras- 
forma un poligono dato in un altro equivalente, che abbia un lato 
di meno (186). Come si trasforma un poligono dato in un rettangolo 
equivalente (187). Come si forma un quadrato equivalente alla 
som ma o alla dilTerenza di due quadrati dati (188). Come si forma 
un quadrato^ equivalente alla metà di un quadrato dato (190). 

, Quesito 13.° fle//e /irojjors/ojta//. Trovare una quarta proporzio- 
nale dopo tre rette date (218). Dividere geometricamente una retta 
data in un dato numero di parti uguali (223). Dividere una retta 
data nella stessa proporzione in cui è divisa un’altra retta data (222). 
Scala geometrica (227). 

Qu ESITO 14.° Triangoli simili (75). Condizioni necessarie perchè 
due triangoli siano simili (195. 196. 197. 202. 204. 206). Sopra una 
retta data come base descrivere un triangolo simile ad un triangolo 
dato (216). Proprietà principali dei due triangoli in cui vien diviso 
il triangolo rettangolo dalla perpendicolare abbassata suU’ipotenusa 
dal vertice dell’angolo retto (208. 209. 210). Ragione delle aree di 
due triangoli che hanno un angolo uguale (211). Ragione delle aree 
dei triangoli simili (212). 

Quesito 15.° Poligoni simili (75). 1 poligoni simili sono divisi 
dalle diagonali omologhe in egual numero di triangoli simili e simil- 
mente disposti (213. 1°). 

Coslrurre sopra una retta data un poligono simile ad un poligono 
dato (213. 2°; 217). 

Ragione dei perimetri dei poligoni simili (214. 1°). Ragione delle 
aree dei poligoni simili (214. 2°). Ragione delle circonferenze dei cir- 
coli (520. l.°; 604. 626); ragione delle aree dei circoli (320. 2.°; 
605. 627). 

Quesito 16.° Misura degli angoli. Afisura di un angolo qualun- 
que (246. 248). IMisura di qualsivoglia angolo iscritto (250). Misura 
d’un angolo compreso fra una tangente ed una corda (255). Mi- 
sura degli angoli, che hanno il vertice tra il centro e la periferia 
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(•254). Misura d’un angolo compreso fra due secanti, che si tagliano 
fuori del circolo (255). • 

Quesito 17.® Condurre una tangente ad un punto dato di una 
circonferenza di circolo (270). Descrivere un segmento di circolo 
capace di un angolo dato (271). Trovare una media proporzionale 
fra due rette date (273). Innalzare una perpendicolare all’estremità 
di una retta data (269). 

Quesito 18.® Qual relazione passa fra le parti di due corde, che 
si tagliano (259). Qual relazione passa fra due seganti condotte per . 
uno stesso punto ed i loro segmenti esterni (263). Qual , nel caso 
in cui una di queste seganti diventi tangente (265). . 

Quesito 19®. Poligoni inscrilli e circoscriUi al circolò (299). 
inscrivere un circolo in un triangolo dato (281). Circoscrivere un, 
circolo ad un triangolo dato (283). Inscrivere e circoscrivere un 
circolo ad un poligono regolare (295). Inscrivere un quadrato in un 
circolo (305). 

Quesito 20.® Inscrivere in un circolo un esagono regolare (307), 
e un triangolo equilatero (309). Inscrivere un decagono regolare 
(310) ed un pentagono regolare (312). Dato un poligono regolare 
inscritto o circoscritto ad un circolo, inscrivere o circoscrivere allo 
stesso circolo un poligono di un numero doppio di lati (515). 

Quesito 21.® Problemi rdalivi alla circonferenza ed all’arco del 
circolo. Ragione della circonferenza al diametro (333). Dimostra- 
zione delle formole 27 tR (521) e irR* (325). Come si misura l’area 
del circolo di cui si conosce il diametro (323. 606. 628). Come 
si trova il diametro, data l’area del circolo (524). 

Quesito 22.® Dato il raggio d’uo circolo, come si trova la lun - 
ghezza di un arco d’un dato numero di gradi, minuti, e secondi 
(334). Inversamente, come si trova il numero di gradi, minuti, se- 
condi contenuti in un arco di raggio dato e di lunghezza data (356). 
Come si trova il raggio con cui è stato descritto un arco, di cui si 
conosce la lunghezza ed il numero de’ gradi (357). 

Quesito 23.® Piani e relle considerate nello spazio. Come si l i- 
conosce che una retta è perpendicolare ad un piano (380). Come si 
riconosce che una retta è parallela ad un piano (384). Intersezione 
di due piani (374 10*). Angolo diedro (349). Misura dell’angolo 
diedro (392). Come si riconosce che due piani sono paralleli fra di 
loro (397). Angolo solido (350). Nell’angolo triedro la somma di 
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due qualunque degli angoli piani, che lo forinàno, è sempre maggion* 
del terzo (398). La somma degli angoli piani, che compongono un 
angolo solido convesso, è sempre minore di quattro angoli retti 
(399). 

Quesito 24.® Poliedro. Definizione (351). Minimo numero delle 
faccio di un poliedro (352). Nomi, che prendono alcuni poliedri, se- * 
condo il numero delle faccio (352). Prisma; sue basi; altezza (35'f). 
Prisma retto (355). Prisma obblìquo (356); Prisma regolare (357). 
Parallelepipedo (358). Parallelepipedo retto (359). Parallelepipedo 
rettangolo (360). Cubo (361). Che cosa è il volume d’un corpo (2). 
Unità di misura de’ volumi (373)r Misura del volume di un paralle- 
lepipedo rettangolo (448); d’un cubo (450); d’un parallelepipedo 
qualunque (451); d’uii prisma qualunque (452). Di un prisma trian- 
golare tronco (456). 

Quesito 25.® Piramide. Definizione. Base. Vortice , altezza della 
piramide. Specie delle piramidi (362). Piramidi regolari (363j. Mi- 
sura del volume di una piramide (453); di un tronco di piramidi' 
a basi parallele' (455). Condizioni necessarie per la similitudine di 
due prismi (459. 460)-, di due piramidi (461). 

Quesito 26.® Cilindro. Definizione (470). Cilindro retto (471). 
Linea generatrice o lato. Asse. Base del cilindro. Altezza (470. 475). 
.Misura della superficie convessa di un cilindro retto (491. 610. 630). 
Misura del volume di un cilindro retto (501. 613. 651). Cilindro 
obbliquo. Definizione (472). Misura del volume di un cilindro ob- 
bliquo(504. 613. 631). Condizioni nece.ssarie perchè due cilindri • 
retti siano simili (475); ragione delle superficie convesse de’ cilindri 
retti simili (507); ragione dei volumi dei cilindri simili (508). 

Quesito 27.® Cono. Definizione (476). Cono retto. Generatrice o 
lato del cono retto (477. 479). Misura della superfìcie convessa del 
cono retto (495. 611. 652). Cono obbliquo. Definizione (478). Mi- 
sura del volume di un cono qualunque (503.614. 633). Misura della 
superfìcie convessa d’un tronco di cono retto a basi parallele (499. 
612). Misura del volume^di un tronco di cono a basi parallele (506. 
615). Condizioni necessarie alla similitudine di due corni retti (481). 
Ragione delle superficie convesse di due coni retti simili (509); 
ragione dei volumi de’ coni simili (510).^ 

Quesito 28.® Sfem. Definizione. Centro, raggio* diametro di una " 
sfera (511-514). Circolo massimo (517). Circolo minore (518). Trian- 
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golo sierico (o‘i'2). Calotta sferica (535). Zona sferica (535). Vuso^ 
sferico (331). Settore sferico (536). Segmento sferico (555). Spir- 
cliio sferico (a5'2). Ragione delle superficie di due sfere (566). Come 
si misura la superlìcie della sfera (365. 616. 638); d’una calotta sfe- 
rica (564. 617, 656); d’una zona sferica (364. 618. 657); d'iiM 
• fuso sferico (565). 

tjLESiTo ‘29. Ragione de' volumi di due sfere (577); misura del 
volume di una sfera (568. 619.640); d’un spicdiio sferico (570); 
d’nn settore sferico (569. 620.659); d' un. segmento sferico (374). 
Come stanno fra loro' le superficie ed i volumi d’una sfera e d’iin 
cilindro circo.scrillo (578). - . . 
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